第 1 章 ”逻辑 和 证明 


还 辑 是 研究 推理 的 , 它 特别 着 重 于 推理 过 程 是 否 正确 。 它 不 是 研究 某 个 汀 可 是 
否 正 确 , 而 是 着 重 于 语句 之 间 的 关系 。 例 如 ,考虑 下 列 语句 : 

所 有 教学 家 都 穿 凉鞋 。 

任何 算 凉 鞋 的 人 都 是 代数 学 家 。 

因此 ,所 有 的 数学 家 都 是 代数 学 家 。 

从 技术 上 来 说 ,要 单独 确定 这 些 语 旬 中 的 某 一 旬 是 否 正 确 ,逻辑 并 没有 用 。 但 是 ,如 果 
前 两 个 语句 为 真 ,逻辑 可 以 肯定 第 三 个 语句 。 

因此 ,所 有 的 数学 家 者 是 代数 学 家 。 
也 是 正确 的 。 

逻辑 方法 在 数学 中 用 于 定理 证 明 , 在 计算 机 科学 中 ,用 来 证 明 程序 是 在 作 它 应 该 作 的 事 
情 。 在 本 章 的 后 面 ,将 讨论 一 些 证 明 的 一 般 方法 ,其 中 之 一 是 数学 归纳 法 , 它 广泛 用 于 数学 
和 计算 机 科学 中 。 数 学 归纳 法 对 离散 数学 特别 有 用 。 


1.1 命题 


下 面 的 语句 中 , 哪 一 个 是 真 的 或 者 假 的 (但 不 能 二 者 都 是 )? 

(a) 能 整除 7 的 整数 只 有 1 和 7 了 7 本身。 

(b) 阿 尔 弗 雷 德 ' 希 区 柯 克 在 1940 年 因 指 导 吕 贝 卡 得 到 一 个 奥斯卡 学 院 奖 。 

(6) 对 于 每 一 个 正 整 数 x ,存在 一 个 大 于 n 的 素数 。 

(dd) 在 宇宙 中 ,地 球 是 唯一 有 生命 的 星球 ， 

(e) 买 两 张 星 期 五 的 摇滚 音乐 会 的 票 。 

语句 (a) 是 真 的 。 对 于 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 它 只 能 被 1 和 n 本身 整 除 ,我 们 称 之 
为 来 数 。 诸 句 (a) 是 说 7 是 素数 的 另 一 种 方法 。 

语句 (b) 是 假 的 。 虽然 昌 贝 卡 在 1940 年 得 到 奥斯卡 最 佳 图 像 奖 ,但 约翰 .福特 因 导 演 
“愤怒 的 葡萄 "而 得 到 最 佳 导演 奖 。 令 人 惊奇 的 是 ,阿尔 弗 雷 德 : 希 区 柯 克 从 未 得 过 奥斯卡 最 
佳 导演 奖 。 

语句 (co) 是 真 的 , 它 是 存在 无 穷 素 数 系列 的 另 一 种 说 法 。 

语句 (d) 是 真 或 假 之 --( 但 不 是 既 真 又 假 ) ,但 现在 没有 人 知道 是 哪个 。 

语句 (e) 既 不 是 真 ,也 不 是 假 { 它 是 命令 语句 )。 

一 个 语句 ,如 果 它 或 是 真 的 ,或 是 假 的 (但 不 是 既 真 又 假 ) , 称 为 一 个 命题 。 语 句 (a) - 
(d) 蚌 命题 ,而 语句 (e) 则 不 是 。 一 般 来 说 ,命题 是 一 个 陈述 语句 (市 不 是 问题 ,命令 句 等 )。 
命题 是 任何 色 辑 理论 的 基本 构造 模块 。 

我 们 将 用 小 写 拉丁 字母 ,如 p,g 和 ,来 表示 命题 。 我 们 也 要 用 下 面 的 符号 : 

p:l]+1=3 


来 表示 p 蚌 命 题 1] + 1 = 3。 

在 晶 常 的 语言 和 文章 中 ,我 们 用 一 些 连接 词 如 并且” (and)， 或 “om 等 来 连接 命题 。 
例如 , 命 感 “天 正在 下 雨 " 和 “我 要 拿 雨 任 " 可 以 合成 一 个 单一 的 命题 “天 正在 下 十 并 且 我 要 拿 
十 党 “。and 和 or 的 正式 定义 旭 下 : 


定 久 1.1.1 


令 p 利 9 是 命题 。 
p 和 4 的 合 取 , 表 为 pq, 就 是 连接 词 
p and 9， 
Pp 和 4 的 桥 取 , 表 为 pV g ,就 是 连接 词 
porg. 
把 命题 合并 而 得 到 的 命题 ,如 p Ag,pVo, 称 为 复合 命题 。 


例 1.1.2 


如 
PpP:l1+t=3, 
9g: 一 个 世纪 是 一 百年 ， 
则 pw 和 的 合 取 是 
pA 信 g:1+1=3 半 且 一 个 世纪 是 一 百年 。 
p 和 & 的 析 取 是 
pPVS:1+1=3 或 者 一 个 世纪 是 一 百年 。 [| 
析 取 和 合 取 谷 题 的 真 值 可 用 真 值 表 来 表示 。 一 个 命题 P 的 真 值 表 是 ,其 每 个 个 别 的 命 
题 pl,pz,……Pr 取 所 有 可 能 的 值 ,在 每 一 个 组 合 下 列 出 P 的 真 值 。 用 TT 表示 真 ,F 表示 假 。 


定 尽 1.1.3 
复合 命题 p Ag 的 真 值 由 下 列 的 真 值 表 表 未 : 


注意 在 上 表 中 ,给 出 了 p 和 gw 的 所 有 可 能 的 4 种 组 合 。 
定 久 1.1.3 说 明 , 只 当 p 和 4 都 为 真 时 ,pA 信 g 为 真 ;其 他 情况 下 pA 9 都 为 假 。 


例 1.1.4 


如 
p:l1+1=3, 
血 2 站 


1 :一 个 世纪 是 一 百年 ， 
则 p 为 假 ,9 为 真 ,其 合 取 

pAg:l1+1=3 并 且 一 个 世纪 是 一 百年 
为 假 。 


例 1.1.5 


如 
D: 本 尼 . 十 德 有 要 录制 了 十 典 音 乐 ， 
g :巴尔的摩 的 奥 里 奥 东家 就 是 圣路易斯 的 布朗 家 。 


则 PP 和 9 玫 为 真 。 昌 然 本 尼 ' 古 德 玫 最 知名 的 是 其 珊 士 乐 的 录音 ,但 他 的 确 录制 了 许 洛 古典 
音乐 (如 威 析 的 单 答 管 协 奏 曲 1 号 和 号 ,和 芝加哥 管弦 乐团 )。 圣 路 易 斯 的 布衣 家 在 1954 


年 搬 到 巴尔 的 靡 , 并 改名 为 奥 里 与 尔 。 其 合 取 
Pg: 本 尼 : 古 德 辕 节制 了 二 典 音 乐 计 且 
巴尔 的 摩 的 奥 里 偶尔 家 就 是 圣路易斯 的 布 朋 家 
为 真 。 


例 1.1.6 


如 

p:l+1=3, 

9: 明 尼 阿 波 利 斯 是 明尼苏达 的 首府 ， 
出 p 和 g 箔 为 假 , 合 取 

pA 人 gi:l+1=3 并且 明 是 阿波 利 斯 是 明尼苏达 的 首府 
为 假 。 


定 多 1,1.7 
复合 命题 pV g 的 真 值 由 下 面 的 真 值 表 定 义 


让 
二 四 本 党 | 和 


析 取 PPV3 中 的 或 (or) ,其 意义 是 可 若 或 即 p Vg 当 p 或 g 之 一 为 真 或 二 者 稍为 真 时 ,其 
值 为 真 , 仪 当 p,g 和 锭 为 假 时 才 为 假 。 还 有 一 -个 不 可 兼 或 (见习 题 31), 也 称 异 或 ,exor,xor。 当 


Pp 或 9 之 一 为 真 (不 是 p,g 皆 为 真 ) 时 ,p exor gq 为 真 。 
例 1.1.8 
好 


p:l+1]=3, 

9 :一 个 世纪 是 一 百年 ， 
则 p 为 假 ,q 为 真 ,其 碎 取 

PVg9:L+1l=3 或 者 一 个 世纪 是 一 百年 
为 真 。 


例 1.1.9 


如 
P: 本 尼 : 古 德 轩 录制 了 古典 音乐 ， 
9: 巴 水 的 摩 的 奥 里 奥 尔 家 就 是 圣路易斯 的 布 关 家 。 
则 p 和 9 峭 为 真 ,其 析 取 
PYVdgi: 村 尼 - 古 僧 受 录制 了 古典 音乐 或 者 
巴尔的摩 的 奥 里 奥 尔 家 就 是 圣路易斯 的 布朗 家 
也 为 真 。 


例 1.1.10 


如 
p:l +1=3, 
q: 明 尼 癌 波 利 斯 是 明尼苏达 的 首府 ， 

则 p 种 g 此 为 假 , 析 取 
pPVg:1+1=3 或 者 明 尼 阿 波 利 斯 是 明尼苏达 的 首府 


为 假 。 
本 节 中 讨论 的 对 人 前 是 p 的 最 后 一 个 操作 是 p 的 否定 。 
定义 1.1.tl 
not pp. 
其 真 值 表 如 下 
p p 
了 F 
F 下 
例 1.1.12 
如 


p :加 里 :格兰特 在 "后 窗 " 中 扮演 了 角色 ， 
则 p 的 否定 是 命题 
5 :说 加 里 ,格兰特 在 “后 窗 "中 扮演 了 角色 是 不 对 的 。 
因为 p 为 假 , 5 为 真 。( 往 姆 十 .斯图尔特 是 “后 窗 " 的 男 主 角 )p 的 否定 一 般 写 为 ; 
守 和 


加 里 :格兰特 在 “后 窗 " 中 没有 扮演 前 各 国 
例 1.1.13 


全 
Pp: 布 莱 斯 :帕斯卡 发 明了 一 些 计算 宙 器 ， 
9: 第 一 个 全 电子 数字 计算 机 是 在 20 世纪 建造 的 ， 
r:x 在 1954 年 已 计算 到 十 进 制 一 百 万 位 。 
用 符号 形式 表述 下 面 的 偷 题 ,并 确定 其 为 真 或 假 。 
或 者 布 菜 斯 "帕斯卡 发 明了 一 些 计 算 机 器 并 日 
第 一 个 全 电子 数字 计算 机 不 是 在 20 世纪 建造 的 ， 
或 者 x 在 1954 年 已 计算 到 十 进 制 一 百 万 位 ， 
上 述 命 题 可 用 符号 形式 表示 划 | 下 : 
(pA a) Vr 
我 们 首先 注意 p and dg 为 真 , 目 r 为 假 (x 在 1973 年 才 计 算 到 十 进 制 一 至 万 位 ,此 后 已 计算 
旬 超 过 二 十 亿 位 )。 如 果 我 们 把 每 个 符号 用 其 真 值 代替 ,可 得 
(pAgq)YVr=(TAT)YVE 


= {TAF)YF 
=FYF 
= 下 
因此 ,上 述 命题 为 假 。 L 
习 是 
确定 习题 1 -8 中 的 语句 是 否 命题 。 如 语句 是 命题 , 写 出 其 否定 { 此 处 并 未 问 是 命题 的 语句 
是 否 为 真 )。 
x1. 2+5=19 


2， 侍者 ,上 干果 一 一 我 的 意思 是 ,给 客人 上 干果 。 
3. 对 于 某 个 正 整 数 n ,19340 = n-17。 
< 4 奥 德 雷 : 米 度 斯 是 “ 度 密 月 的 人 们 ”中 爱丽 斯 的 原型 。 
5， 给 我 剥 葡萄 皮 。 
6. 台词 “再 演奏 一 次 ,山姆 "出 现在 “卡萨布兰卡 "中 。 
* 了 .每 个 大 于 4 的 需 数 是 两 个 素数 的 和 。 
，8. 两 个 素数 的 差 。 
对 于 习题 9- 14 中 的 命题 , 求 其 嘉 值 。p =F,g = T,r = 下 . 
#9g. pV 
I0. 万 V3 
ll. pyg 
py 


13. (pV oo) VipYr) 


14，(pVT7)AI(YVPDDWVIOTY 
对 习题 15 - 22 中 的 每 个 命题 , 写 出 其 真 值 绢 。 
#15， PAY 
16，(pV9)VDP 
17, (pV gq)Ap 
*18. (pA aq)Ap 
19, {pAg)AlpYpP) 
20,. (pAg)YV(lrAp) 
*21, (pV aq)Ai(pYV glAtpY giA(pYg) 
2. (pAg)V(gVr) 
在 习题 23 - 25 中 ,把 给 出 的 陈述 用 符 册 形式 囊 示 。 令 
p:I<0, gq: 7 
确定 每 一 个 语句 是 真是 假 。 
*23. 5<9 并 且 9<7。 
24. 并 非 (5<9 且 9<7)。 
25， 5<9 或 者 (9<7 旦 5<7) 不 对 。 
在 习题 26- 3 中 ,将 符 叶 弄 示 写成 文字 形式 。 使 用 
p: 今 天 是 星期 一 ， 
r: 天 正在 下 雨 ， 
广 天 押 执 。 
x+r26， DY 
27.， pA(lgVr) 
28.， pVaAr 
x29, (pAg)A(rVp) 
DD. {pAtloVv rn A(tryv(logyvop)) 
31， 对 于 p 和 9 的 不 可 菩 或 p exor 9 ,号 出 其 真 但 表 。 它 当 p 或 g 之 一 为 真 时 ,其 值 为 
真 ;但 Pro 都 为 真 时 其 值 为 假 。 
* 32. 有 一 段 时 间 , 下 列 法 令 在 颁 利 诺 州 的 纳 由 维尔 是 有 效 的; “任何 人 ,如 在 城市 内 ,其 姥 
产 中 保有 多 于 三 只 猫 和 二 条 狗 是 非法 的 "。 查 泉 斯 ' 马 尔 科 有 五 条 狗 但 没有 猎 ,和 此 法 令 抵 
触 中? 解释 之 。 
” 注 : 用 x 号 标明 的 习题 ,在 本 书 的 后 面 有 其 解法 的 提示 。 


1.2 条件 命题 和 运 辑 等 价 


系 主 任 曾 宣 称 : 
如 果 数 学 系 得 到 额外 的 2 万 元 , 它 就 要 再 聘用 一 个 教员 。 《1.2.1》 
语句 (1.2.1) 说 ,在 数学 系 得 到 竹 外 2 万 元 的 条 件 下 , 它 就 要 再 聘用 一 个 教员 。 像 语句 
(1.2.1) 这 样 的 命题 称 为 条 件 命题 。 
本 硬 曙 


定义 1.2.1 


如 p 和 4 都 是 命题 ,复合 命题 

如 pp 则 #g 
称 为 条 件 命 斑 ,并 表 为 

pgq 2.2) 
命题 p 称 为 假设 (或 前 件 ) ,命题 og 称 为 结论 (或 后 件 )。 


例 1.2.2 


如 果 我 们 定义 
D: 教 学 系 得 到 额外 2 万 元 ， 
9: 数 学 系 青 聘用 一 个 新 教员 ' 
划 语 句 (1.2.1) 就 是 式 (1.2.2) 的 形式 。 假 设 是 “数学 系 得 到 额外 2 万 元 " ,结论 是 “数学 系 再 
聘用 一 个 新 教员 ”。 
一 些 语 句 不 是 式 (1.2.2) 的 形式 ,可 以 重组 表 为 条 件 语句 ,如 下 例 所 示 。 [ 


例 1.2.3 


把 每 个 命题 表述 为 式 {1.2.2) 条 件 命题 的 形式 。 

《ai 玛丽 将 是 一 个 好 的 大 学 生 ,如 果 她 努力 学 习 的 话 。 

(bo 约 乔 可 以 选 微 积 分 , 仅 当 他 有 大 学 二 ,三 或 四 年 级 学 生 的 身份 。 

(c) 当 你 唱 时 ,我 的 耳朵 县 损 。 

(djCubs 队 要 赢得 总 决赛 ,必要 条 件 是 他 们 必须 签约 一 个 右手 的 后 备 投手 。 
ke) 拉 有 泵 夫 访 问 加 利 福 尼 班 的 一 个 必要 条 件 是 他 去 迪斯尼 乐园。 


ka) 假 说 是 “如果 "后 面 的 语句 ;所 以 一 个 等 价 的 表述 是 
如 有 梁 玛 丽 努 力学 习 ,她 将 是 一 个 好 的 大 学 生 。 
(b 仅 当 语 句 是 结论 , 即 是 
如 PP 则 9 
逻辑 上 和 下 面 的 形式 一 样 
已 仅 当 9。 
图 此 ,4b) 的 等 价 的 表述 为 
如 果 约 坦 可 以 选 微 积 分 ,那么 他 有 大 学 二 , 三 或 四 年 级 学 生 的 身份 。 
(c) 当 和 如 果 的 作用 相同 ,所 以 其 等 价 表述 为 
如 朱 你 唱 ,那么 我 的 耳 洒 受 损 。 
(dj) 结论 表示 一 个 必要 条 件 , 所 以 一 个 等 价 的 表述 基 
如 来 Cabs 队 赢 了 总 决赛 ,那么 他 们 签约 了 一 个 右手 的 后 备 投手 。 
te) 结 论 表 示 一 个 充分 条 件 , 所 以 一 个 等 价 的 表述 是 
如 采 拉 尔 夫 去 迪斯尼 乐园 ,那么 他 访问 加 利 福 尼 亚 。 [L 
考虑 给 系 主任 命题 一 个 真 值 


如 果 数 学 系 得 到 额外 的 2 方 元 , 它 就 要 再 聘用 -一 个 新 教员 。 

此 陈述 只 当 假 设 “ 如 果 数 学 系 得 到 额外 的 2 万 元 "为 真 时 , 才 会 信人 感 兴趣 。 如 它 为 直 , 就 是 
如 条 数学 系 得 到 了 额外 的 2 万 死 ,要 是 数学 系 冉 聘用 一 个 新 教员 也 为 真 ,我 们 就 认为 系 主 任 
的 音 论 为 真 。 男 一 方向 ,如 数学 系 得 到 额 让 的 2 万 元 为 真 ,但 数学 系 再 聘用 一 个 新 教员 为 
假 ,我 们 就 认为 系 主任 的 言论 为 假 。 当 假设 为 真 ,条 件 命 题 作为 一 个 整体 ,其 真 值 取决 于 结 
论 的 真 值 。 一 般 来 说 .如 假设 p 为 真 ,条 件 命 题 pg 取决 于 g ,如 9 为 真 即 为 真 ;如 9 为 假 
则 为 假 。 如 假设 p 为 假 , 直 觉 上 可 以 知道 的 是 ,条 人 忻 语句 p 一 人 的 号 值 站 不 依赖 于 结论 的 真 
但 。 简单 地 由 于 数学 系 没有 得 到 额外 的 2 万 元 ,我 们 将 不 会 i : 

如 何 ,条 件 命 题 像 其 他 命题 - oove 
前 提 p 为 假 时 ,pf 为 真 。 上 面 的 讨论 可 以 好 结 在 下 而 的 定妆 中 


定义 1.2.4 
条 件 命题 的 真 值 由 下 向 的 真 值 表 定义 ; 
FP 了 pr 
i 十 T 
TF | F 
T 
FT 
例 1.2.5 
今 
p:l>2 q:4<8 
则 5 为 假 而 g 为 真 ,因此 
p49 为 真 ， gp 为 假 。 六 
例 1.2.6 


设 p 为 真 ,4 为 假 ,r 为 真 , 求 下 面 各 命题 的 真 假 值 。 
(a)t a i q) = 
(blipYV 9)—r 
(cjpA (lg—>r) 
(dp 一 (9 一 六 ) 
我 们 把 符号 p,g,r 用 其 真 值 代 替 ,得 出 各 命题 的 真 值 。 
(aif 工 AE) 一 = 下 -> 了 T= 真 
(btTVF) 一 = 了 >F= 假 
(oTALF>T) =TAT= 真 
(diT 一 FT) =TT= 真 加 
在 日 常 的 语言 中 ,条 件 命题 的 假设 和 结论 一 般 是 有 关 的 ,但 在 逻辑 中 ,条 件 命题 的 假设 
和 绪论 并 不 需 蓝 和 同一 个 主题 有 关 。 例 如 在 逻辑 中 ,我 们 允许 下 面 的 命题 ; 
+ a 


如 果 5<3,. 由 尼尔森: 洛克菲勒 是 美国 总 统 。 
逻 夯 只 关心 命题 的 形式 和 命题 之 关 的 相互 关系 ,而 不 是 主题 本 身 ( 事 实 上 ,由 于 前 提 为 假 ,上 
面 的 命 左 为 真 。 注 意 一 个 真 的 条 件 命 题 和 一 个 结论 为 真 的 条 件 命 题 是 不 同 的 )。 

例 1.2.5 示 出 , 当 g->p 为 很 时 ,条件 命 题 p->g 可 以 为 真 。 我 们 把 命题 g->p 称 为 命题 
pf 的 逆 命 题 ( 逆 摘 式 )。 因 此 ,即使 其 逆 命 题 为 假 , 一 个 条 件 命 题 也 可 以 为 真 。 


例 1.2.7 


将 各 条 件 命题 符号 化 。 用 符号 形式 和 语句 形 式 写 出 其 逆 命 题 。 并 求 出 各 条 忻 命 题 和 其 
逆 合 是 的 真 值 。 
(a 如 1<2, 则 3<6。 
{b) 如 1>2, 则 3< 6。 


(2) 令 
p:l1<2, 9:3 <6, 
则 语句 可 与 为 符 寻 形式 如 
p™o 
由 于 p ,4 都 为 真 ,语句 为 真 。 其 逆 可 号 为 符 导 形式 如 
gq™p 
用 语句 表示 为 : 


如 3<6, 则 1<2。 
由 于 P 和 4 都 为 真 , 道 合 题 9 一 p 为 真 。 
(b) 令 
p:l>»>2 va 
则 声名 可 瑟 为 符 导 形式 如 
pa 
由 于 p 为 假 ,4 为 真 ,语句 为 真 。 其 道 可 写 为 符 生 形式 如 
人 六 
甫 语句 表示 为 : 
如 3<56, 则 1>2。 
由 于 g 为 真 ,p 为 假 ,并 命题 g 一 p 为 假 。 Li 
妖 一 个 有 用 的 复合 他 题 是 
Pp 当 且 仅 当 9。 
这 个 命 同 为 真 的 条 件 是 p 和 8 有 同样 的 真 值 ( 即 p ,5 都 为 真 或 p ,9 都 为 假 )。 


定义 1.2.8 


如 和 vg 是 俞 题 ,复合 命题 
p 当 且 权 当 g (1.2.3) 
称 为 双 条 件 命 题 , 昌 表 为 
q+p 


此 命题 的 真 值 由 下 面 的 真 值 表 定义 


iY 
i 
1 


田 一 种 表示 "p 当 且 仅 当 gq "的 方式 是 ”p 是 g 的 充 要 条 忻 
fq 。 


9 泊 园 伺 当 g 有 时 居 为 “p 


例 1.2.9 
语句 

] <5 当日 仅 当 2<8 (1.2.4) 
如 令 

p:l<5 a:2<8 
可 用 符号 表示 为 

p++ 
由 于 pp 和 9 都 为 具 , 该 语句 为 鼻 ， 

口 ] 

语句 (1.2.4) 的 另 一 种 说 法 是 “1 < 5 的 充 要 条 件 是 2 < 8”。 

有 时 ,两 个 不 同 的 复合 命题 不 管 其 组 成 的 命题 取 什 么 值 ,其 真 值 总 是 相同 的 。 这 样 的 命 
题 称 为 远 辑 等 价 。 


定义 1.2.10 


没 复 合 命 题 P 和 吕 是 由 pl……p, 组 成 ,如 果 不 管 pj……p。 取 什 么 值 ,P 和 9 总 是 同时 
为 真 或 同时 为 假 ,我 们 就 说 P 和 0 昌 辑 上 是 等 价 的 , 表 为 
P=0 


例 1.2.11 逻辑 的 德 :摩根 定律 


我 们 来 验证 德 ' 产 根 第 一 定律 

PV9= 厂 人 了 ， 

PP Ad = 万 V 
把 第 二 定律 作为 习题 (见习 题 44) 。 

我 们 令 

P=pVg 0@ = 卫 A3 
号 出 P,Q 的 真 值 表 , 可 以 证 实 ,不 管 p,9 取 什 么 值 ,P 和 0 总 是 同时 为 真 或 同时 为 候 : 
因此 P 和 9 是 逻辑 等 价 的 ， E 

我 们 的 下 一 个 例 给 出 p-*g 的 否定 的 逻辑 等 价 式 。 

和 ] 门 


到 
TT | F FF 
TF F Ff 
F T | F FF 
FF | T 


例 1.2.12 


证 明 p->g 的 否定 和 p A 7 是 逻辑 等 价 的 。 
我 们 要 证 明 
p> gpAyg 
写 出 
P=p”g,Q0Q=pAg 
的 真 值 表 , 我 们 可 用 证 实 , 不 管 p,9 取 什 么 值 , P 和 0 总 是 同时 为 真 或 同时 为 假 : 


所 以 和 是 逻辑 等 价 的。 J 
p 4 phy 
Tf F 
T F T 
F TT F 
F 下 F 


下 面 我 们 证 明 ,根据 我 们 的 定义 ,preg 和 pp 一 g and gp 是 逮 辑 等 价 的 。 
例 1.2.13 


真 值 表示 出 (perro)=(p*g) Np rq) 
了 | pry p79 grp (pq)htq™*p) 
T T | T T Th T 
T 上 | F F T F 
F T F T F F 
F F T T T T 


[ 
我 们 给 出 一 个 条 件 命题 的 逆反 式 作 为 本 节 的 结束 。 我 们 将 看 到 {定理 1.2.16) ,一 个 条 
件 命 题 的 道 反 式 是 和 该 命题 等 价 的 另 一 种 写法 。 习 题 4 还 给 出 条 件 命 题 的 另 一 种 等 价 形 
式 ， 


定义 1.2.14 


一 个 条 件 命题 pg 的 逆反 式 ( 或 转 置 ) 是 命题 9 一 p 。 
注意 逆反 式 和 道 命题 的 不 同 。 一 个 条 件 命题 的 道 命 古 ( 六 模式; 苦 把 条 件 命 
的 作用 互 换 , 道 反 式 不 但 把 p 和 3 的 作用 互 换 , 还 要 把 它 从 甫 进行 香 钙 - 


例 1.2.15 


把 命题 
人 如果 1<4, 网 5>8 
写 为 符 导 形式 。 用 符号 形式 和 请 名 形式 写 出 其 道 命 题 和 道 反 式 ,并 求 各 命题 的 真 假 值 ， 
我 们 定义 
p:l <4, 9:9>8. 
则 给 出 的 命题 可 写 为 
pg 
其 逆 命 题 是 
gp 
或 表 为 语句 
如 果 5>8, 刚 1<4. 
逆反 式 为 
gps 
或 表 为 语句 
如 果 $ 不 大 于 8, 风 1 不 小 于 4。 
我 们 看 到 pg 为 假 ,gq--*p 为 真 ,而 4 一 5。 为 假 。 | 
一 个 重要 的 和 捷 实 是 一 个 条 件 命 题 和 其 道 反 式 是 逻辑 等 价 的 。 


定理 1.2.16 


条 件 命 议 p 9 和 其 逆反 式 9 一 p 是 逻辑 等 价 的 。 
证 明 . 写 出 真 值 表 


由 此 示 击 pg 和 9 是 加 辑 等 价 的 。 天 
习 匮 


对 于 习题 1 -7 了, 把 条 件 命题 重新 表述 为 语句 (1.2.2) 的 形式 。 
到 12 


< 1]. 乔 依 将 通过 离散 数学 的 考试 ,如 果 他 努力 学 习 的 证。 
2， 罗 莎 可 以 毕业 ,如 有 果 她 有 160 个 学 分 。 
3. ”费尔南多 要 买 计 算 机 的 充分 条 件 基 他 有 2000 美元 。 
* 4. 卡特 琳 娜 选 算 法 课 的 充分 条 件 是 她 通过 了 高 散 数 学 课 的 考试 。 
5， 当 重 好 的 车 被 造 出 ,别克 将 要 造 出 它们 。 
6. 听众 将 会 胜 着 ,如 果 主 席 讲演 的 话 。 
x*7. 程序 是 可 读 的 , 仅 当 它 具有 好 的 结构 。 
*8. 写 出 习题 1- 7 的 命题 的 逆 命 题 。 
9， 写 出 习题 1 -7 的 命题 的 道 反 式 。 
设 p and r 为 假 ,g and ; 为 真 , 求 出 习题 10 - 17 的 命题 的 真 假 值 。 
*10. po 
ll]. pg 
Il2. pa 
* 13. (pq 内 《人 -全 六) 
14， (pqj—r 
15. pr*(q—*r) 
* 16. sr(pAr))A(ltp >(rY gq As) 
17. ({(pAgqr{gqgArnr(tsV ag) 
在 习题 18 -21 中 ，, 令 
p:4<2, g :7 < 10, Tr: < 
写 出 各 命题 的 符 导 形式 。 
* 18. 如 时 4<2, 则 7 < 10， 
如 果 {4<2 and 6<6), 则 7<10。 
如 果 并 韭 (6<6 并 且 7 不 小 于 10}), 则 6<6。 
*21]， 7 <10 当 且 仅 当 (4<2 并 且 6 不 小 于 66)。 
在 习题 22 -27 中 ,用 
了 :今天 是 星期 一 ， 
9: 天 正在 下 十 ， 
r: 天 气 热 。 
把 符号 形式 的 命题 写 为 语句 。 
《2 
23. g(rAp) 
24. p(tgqVr) 
关 05. PE 
26, (pA(gVr)—>(rytgYvp)) 
27, (pV (phAgy avr >(pyV (ry g)) 
在 习题 区 -31 中 ,将 各 命题 写 为 符号 形式 。 并 用 符号 形式 和 语句 形式 写 出 其 送 换 式 和 逆反 
式 , 并 求 出 各 个 命题 ,其 逆 换 式 , 逆 反 式 的 真 假 值 。 
*28， 训 4<6, 则 9> 12。 


SE 


29， 如 4>6, 则 9> 12。 

20. 111<3 如 果 -3<1<3。 
*31， 141<3 如 果 -3<4<3。 
对 于 习题 近 - 41 中 的 拍 对 命题 忆 和 心 , 指 出 它们 是 否 逻 辑 旬 
*32, P=p, 0O=pYV5 

3. P=pA\g.0=pVo 

M. P=p*g,0=pYVy 
*35. P=pA(gVr),0=pY (ghr7) 

6. P=pA(qVvr),0=(pV alAtpYr) 

37. P=p”g,0=9*p 
*38. P=p*q,d=po9 

239, P=(praqoA(qrr,0= pr 

40, P=(p*Yao Tr.0=p (gr7) 

*d. P=(s*(pAr)At(p ?trY eo) Ns),0=pYr 
* 各， 对 于 impl 定义 真 值 表 如 下 


证 明 pimpl gqg = 三 9imnpl 太 。 . 
43, 对 于 imp2 定义 真 值 表 如 下 加 


P tmpe 了 
了 
F 
T 
F 
(a) 证 明 : 
(pinmnp2g) A(gim2p}¥a pog (1.2.5) 


(b) 如 果 我 们 改变 imp2 ,使 得 如 p 为 假 且 gg 时, p imp2 g 为 假 , 则 式 (1.2.5) 式 仍 为 真 。 
44,. 证 明 德 :摩根 第 二 定律 pAg=pPY4g。 
*45. 证 明 (p>g)=(FVg), 
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1.3 量词 


1.1 和 1.2 节 中 的 人 逻辑 是 处 埋 命 题 的 , 它 不 能 描述 数学 机 人 fi 苛 桃 科学 由 天 密 数 陈述 . 
例如 , 考 虚 下 面 的 诸 何 : 
p:nn 是 一 个 再 数 。 (1.3.1) 

一 个 命题 是 一 个 有 确定 的 真 假 秆 的 语句 。 上 面 的 p 不 是 一 个 命题 ,因为 p 的 真 假 值 取决 于 

n 的 值 。 例 如 雪上 =103 时 5 为 真 ,而 n=8 时 5p 为 假 。 因 为 数学 和 计算 机 科学 中 的 大 多数 


语句 使 用 变量 ,我 们 必须 扩展 光 辑 系统 以 包括 这 样 的 语句 。 
定义 1.3.1 


令 P(#) 为 包括 变量 % 的 语句 , 令 D 是 一 个 集合 。 如 果 对 于 也 中 的 每 一 个 x, P(x) 是 
一 个 命题 ,我 们 称 P 是 一 个 命 古 肾 数 (对 于 DD) ,而 称 D 是 P 的 个 昼 域 (定义 域 )。 


例 1.3.2 


令 PIn) 代 表 语 句 

Pl(n):n 是 一 个 奇数 。 
并 令 五 是正 整 数 集合 。 则 对 于 个 体 域 玉 ,P 是 一 个 命题 函数 ,因为 对 于 D 中 的 每 一 全 了 ,已 
(nj 是 一 个 命题 ( 即 对 于 D 中 的 每 一 个 m, PCn) 为 真 或 假 ,而 不 是 二 者 都 是 )。 例 如 , 当 nm = 
1 ,我 们 得 到 命题 

1 是 一 个 奇数 
( 值 为 真 ) ,而 当 n=2, 得 人 刘 俞 题 

2 是 一 个 奇数 
其 值 为 假 。 [DL 

一 个 人 鲁 题 涌 数 p ,其 本 号 既 不 为 真 ,也 不 为 假 。 然 而 ,对 于 个 体 域 中 的 每 个 x, p(x%}) 是 一 
个 合 题 , 即 取 真 或 假 值 。 我 们 可 以 把 命题 函数 想象 为 定义 了 一 系列 命题 ,每 个 命题 对 应 于 个 
体 域 中 的 一 个 元 素 。 例 如 ,如 PP 是 一 个 命题 函数 ,其 个 体 域 是 正 整 数 集合 ,我 们 得 到 一 系列 
命题 


P(1), P(2).... 
PI), Pl2) ee 的 每 一 个 都 有 确定 的 真 假 值 。 


例 工 .3.3 


王 面 所 述 的 都 是 命题 旺 数 。 
(a) mr + 2n 是 奇数 (个 体 域 是 正 整数 集合 )。 
(b x -x -6=0( 个 体 域 是 实数 集合 )。 
(ec) 在 1974 年 ,该 棒球 运动 员 的 安打 率 超 过 0.300( 个 体 域 是 棒 环 运动 员 的 集合 )。 
由) 饭店 在 苑 加 丹 条 志 . 上 列 为 二 星 级 (个 体 域 是 在 艺 加 哥 桨 志 上 列 出 星 级 的 饭店 )。 
在 语句 {a} 中 ,对 于 每 一 个 正 整 数 n ,我 们 得 到 一 个 命题 。 因 此 ,语句 (a) 是 一 个 命题 函数 。 
相似 地 。 对 于 每 一 个 实数 * ,语句 (b) 成 为 一 个 命题 ;因此 语句 (b) 成 为 一 个 命题 ; 因此 
:ea 


语句 (b) 是 一 个 命题 函数 , 
在 语句 (0c) 中, 我们 可 以 把 变量 看 成 是 “ 棱 球 运动 员 ”, 当 把 “棒球 运动 员 " 用 -~ 个 特定 拟 
棒 娩 运动 员 来 代 人 时 ,该 语句 成 为 一 个 命题 。 例 如 ,把 “棒球 运动 员 " 用 ”" 威 利 < 基 到 
和 人 ,语句 (c) 成 为 
威 利 .斯 塔 格 尔 的 安打 率 超 过 0.300。 
其 值 为 真 。 如 果 把 “ 禄 球 运动 员 " 用 “卡尔 顿 : 费 斯 克 " 代 人 ,语句 (c) 成 为 
卡尔 顿 ', 费 斯 克 的 安打 率 超过 0.300。 
其 值 为 假 。 于 是 诸 句 (e) 是 命题 函数 。 
语句 (人 由 的 形式 和 (ce 相似 : 示 处 变量 是 "人 饭店"。 当 我 们 把 “饭店 "用 一 个 在 芭 加 哥 杂 志 
上 列 出 星 级 的 饭店 代 人 ,语句 就 成 为 一 个 命题 。 例 如 ,用 " 雨 果 饭 店 " 你 人 ,语句 (中 成 为 
南 果 饭店 在 芝加哥 茉 志 上 列 为 二 星 级 
其 值 为 外 。 如 果 用 法 兰 西 饭 店 代 人 ,语句 (d) 成 为 
法 兰 西 饭 店 在 芝加哥 杂志 上 列 为 二 星 级 
则 为 真 。 于 是 诸 句 (d) 是 命题 函数 。 
数学 和 计算 机 科学 中 常常 使 用 "所 有 "作对 于 每 一 个 和 “有 些 " (存在 一 些 ”) 来 进行 叙 
述 。 例 如 ,数学 中 有 和 定理: 
所 有 的 三 角形 了 ,其 各 角 之 和 等 于 180 度 。 
计算 机 科学 中 ,有 定理 : 
有 些 程 序 已 ,其 输出 是 已 本 喘 。 
现在 ,我 们 把 1.1 和 1.2 节 中 的 远 辑 系统 扩展 ,使 之 能 够 处 理 包 插 “ 所 有 ”, “有些 "的 语句 。 


定义 1.3.4 


令 PP 是 个 体 域 为 D 的 命题 晃 数 ,语句 
所 有 x ,P(x) 
称 为 全 称 量词 的 语句 。 用 符号 立 表 示 “ 所 有 "或 “对 于 每 一 个 ”。 于 是 语句 
所 有 x ,只 (yx) 
了 可 以 写 为 
Yrx, Plx) 
符号 Y 称 为 全 称 量 词 。 
如 果 对 于 D 中 所 有 的 x, P{x) 都 为 真 ,语句 
所 有 x ,P(x) 
为 真 。 而 如 果 D 中 至 少 有 一 个 x 使 P(x) 为 假 , 则 该 语句 为 假 。 
语句 
对 于 有 些 x ,P(x) (或 存在 x,P{x)) 
称 为 存在 量词 的 语句 。 用 符号 表示 “有 些 " 或 “存在 "。 于 是 语句 
疗 在 x ,P(x) 
可 以 写 为 
x, P(x) 
符号 了 称 为 存在 量词 。 
. 16 . 


如 果 DD 中 至 少 有 一 个 x, 使 P(x) 为 真 , 诸 句 

存在 x ,P(x) 
为 真 。 而 如 果 DD 中 所 有 的 x 都 使 P(x) 为 息 , 则 该 语句 为 假 。 

我 们 把 命题 酒 数 P(x) 中 的 变量 x 称 为 一 个 自由 变量 (其 意义 是 x 可 以 在 个 体 谨 中 目 
由 取 值 )。 而 把 全 称 量词 语句 或 存在 量词 语句 

VS 下 
Js, Plx) 

中 的 x 称 为 约 来 变量 (其 意义 是 x 被 前 面 的 量词 所 “约束 ”)。 前 面 我 
没有 确定 的 真 假 值 。 另 一 方面 ,定义 1.3.4 给 被 量词 约束 的 语句 (1.3 
真 假 值 。 总 起 来 可 以 说 ,有 自由 变量 (未 被 量词 约束 的 变量 ) 的 语句 
量 的 语句 是 一 个 命题 。 

语句 

所 有 x ,P(x) 
也 可 表 为 

对 于 每 一 个 *, P(x) 或 对 于 任何 x, P(x) 
符 导 YY 本 以 读 为 “所 有 的 ",“ 对 于 每 一 个 ”,“ 对 于 任何 ”。 

请 句 

有 些 x ,P(x) 
也 可 表 为 

对 于 至 少 一 个 x, P(x) 或 存在 * ,使 得 P(x) 
符号 可 以 读 为 "有些 ”,“ 对 于 至 少 一 个 ”, “存在 ”。 

有 时 ,为 了 规定 个 体 域 六, 我 们 把 全 称 量词 语句 写 为 

对 于 请 中 的 每 个 x, P(x) 
而 把 存在 量词 语句 宇 为 

对 于 D 中 的 某 些 x, P(x)， 


例 1.3.5 


语句 

对 于 每 个 实数 x,x* 二 0 
是 一 个 全 称 量词 语句 。 个 体 域 是 实数 集合 。 该 语句 为 真 ,因为 对 于 每 一 个 实数 x ,x 的 平方 
都 大 于 或 等 于 0。 是 


例 1.3.6 


全 称 量词 语句 
对 于 每 一 个 实数 ,如 *>1, 则 +1l>1l 
为 真 。 此 时 我 们 必须 证 明 ,对 于 每 个 实数 x ,语句 
如 x>1, 则 x+1>1 
为 真 。 
令 x 为 任 一 实数 ,我 们 知道 ,对 于 任何 实数 ,或 者 x 三 1, 或 者 x >1。 当 x 万 1, 因 为 前 提 
a 17 站 


x*>1 为 假 ,条 件 命题 
如 x>1, 则 x+1>1 
为 真 (前 面 说 过 ,如 前 提 为 假 ,不 管 结论 为 什么 值 ,条件 命 旺 恒 为 真 )。 
现在 设 x > 1 ,不 管 x 是 什么 值 ,x + 1>x。 由 于 
x+l>»>xx>l 
可 得 出 x + 1> 1。 于 是 结论 为 真 。 当 x > 上 ,前 提 和 结论 都 为 真 ,因此 条 件 命题 
如 x>1, 则 x+1>1 
为 真 。 
我 们 已 得 出 ,对 于 任何 实数 * ,命题 
如 x>1; 则 x+1>1 
为 真 。 因 此 ,全 称 量 伍 语句 
对 于 每 一 个 实数 x, 如 x>1, 则 x+1>1 
为 真 。 口 
例 1.3.6 给 出 了 更 多 的 诛 网, 说明 对 于 条 件 命题 p 一 g, 当 p 为 假 时 ,为 何 要 定 其 值 为 
真 。 对 于 全 称 量 词语 句 
对 于 每 一 个 实数 x, 如 x>1, 则 x+1>1 
要 取 真 值 时 ,不 管 x 取 什 么 值 ,条 件 命题 
如 xx>1, 则 x+l>1l 
都 要 为 真 。 特 别 是 , 当 x > 1 为 假 时 , 它 也 必须 为 真 。 
根据 定义 1.3.4, 全 称 量词 语句 
对 于 每 一 个 x ,ptx) 
如 个 体 域 申 至 少 有 一 个 使 Ptx) 为 假 , 则 该 语句 为 假 。 个 必 域 中 能 使 p(*) 为 假 的 x, 值 ， 
称 为 语句 
对 于 每 一 个 x ,ptx) 
的 反例 。 


例 1.3.7 


全 称 量词 语句 

对 于 所 有 的 实数 x,x*-1>0 
为 假 。 因 为 ,如 * =1, 蔡 题 

全 一 1 > 人 0 
为 假 。 众 1 是 请 全 

对 于 所 有 的 实数 x,x*-i>0 
的 反例 。 [DD] 

要 证 骨 全 称 量词 语 匀 

对 于 所 有 的 x ,pt{x) 
为 假 . 找 出 一 个 个 悚 域 中 的 x 士 令 xz) 为 假 就 够 了 。 证 明 该 语句 为 假 的 方法 和 一 般 证 明 一 
个 墙 句 为 其 的 方法 是 大 不 相同 的 。 为 了 证 明 其 为 中 ,我 们 必须 证 明 对 个 悖 域 中 的 每 一 个 x 
值 , p(x) 都 为 真 。 

二 ] 各 二 


例 1.3.8 


全 称 量词 语句 
对 于 每 一 个 正 整数 ,如 是 偶数 , 则 ”+ n+ 19 是 素数 。 


”为 假 ; 可 以 令 n 等 于 38, 就 得 出 一 个 反例 。 因 为 此 时 ,nm = 38, 条 件 命题 


如 果 38 是 偶数 , 则 38 +38 + 19 是 素数 
的 前 提 
38 是 侦 数 
为 真 ,而 
382 +38+19=38x38+38+19=19(2*38+2+1)=19x*7 
有 可知 其 结论 
38 + 38+ 19 是 素数 
为 假 ,因为 条 件 命题 为 假 。 国 
我 们 下 面 转 到 存在 量 癌 语 句 。 根 据 定 义 1.3.4, 存 在 量词 语句 
对 于 五 中 的 基 些 x,Pfx) 
如 果 在 D 中 至 少 有 一 个 x 值 使 P(x) 为 真 , 则 该 语句 为 真 。 如 果 严 (*) 对 于 其 些 x 为 真 , 肯 
定 P(x) 可 能 对 于 某 些 其 他 的 x 值 为 假 。 
例 1.3.9 
存在 量词 语句 
对 于 某 些 实数 *, -= 5 
为 真 ,因为 可 以 找 出 至 少 -- 个 实数 x 使 命题 


和 
| 


2 
5 


守 


为 真 。 例 如 ,如 x =2, 我 们 得 到 真 命题 


2 
pa | 


< 
5 


并 非 每 个 * 值 都 能 得 到 一 个 真 的 命题 。 例 如 


1 2 
or 六 -- 


为 假 。 
例 1.3.10 
存在 量词 语句 
对 于 某 些 正 整 数 nm, 如 m 是 素数 , 则 ma+l,n+2,n+3,mn+d4 都 不 是 素数 。 


为 真 , 因 为 我 们 至 少 能 找 出 一 个 下 整数 n 合 条 件 命 题 
如 nm 是 素数 , 则 mt+l,n+2,n+3,m+4 都 不 是 素数 


为 真 。 例 如 a = 妇 3, 我 们 得 到 真 命题 

如 23 是 素数 , 则 24,25,26,27 都 不 是 素数 。 
《因为 前 提 “如 23 是 素数 "和 和 结论 “ 则 24,25,26,27 都 不 是 素数 "都 为 真 )。 某 些 * 
条 件 命题 为 真 {如 n=23,n=4,n=47), 忆 其 他 的 值 则 使 之 为 假 (如 n=2,n= 1 : 
是 我 们 找到 一 个 值 能 使 条 件 命 题 

如 n 是 素数 , 则 n+ 1,n +2,n+3,n+4 都 不 是 素数 
为 真 ,于 是 存在 量词 语句 

对 于 某 些 正 整数 mn, 如 n 是 素数 , 则 n+1,n+2,n+3,n+4 都 不 是 素数 ， 
为 真 。 [ 


根据 定义 1.3.4, 姐 果 对 个 体 域 中 的 每 个 *, P(x) 为 假 , 则 存在 量词 语句 
对 于 某 些 x ,Pix) 
为 假 。 


例 1.3.11 
et 
对 于 某 些 实数 x ,一 1>1 


为 假 ,我 们 证 明 ， ee x， 
l 
x2+] 


| 


为 假 。 因 为 当 
1 | 
x +1 


为 真 时 ,上 式 正好 为 假 , 所 有 我 们 只 要 证 明 , 对 于 每 个 实数 %， 

i 
为 真 即 可 。 据 此 ， 信 人 全 实数 ,由 于 0 三 x， 门 此 不 等 式 的 两 边 都 加 1; 得 到 1] 二 x*+1, 
把 式 子 两 边 都 除 以 x*+1, 得 


ET 


内 此 ,此 培 句 对 于 每 个 实数 * 都 为 真 。 由 此 ， 语句 
1 

x*:+1 

对 于 每 个 实数 x We 于 是 我 们 证 明了 存在 量词 语句 

对 于 某 些 实数 x ,一 二 全 | 

为 假 。 [9 

在 例 1.3.11 中 ,用 证 明 一 个 相关 的 全 称 量词 语句 为 真 的 方法 ,来 征明 一 个 存在 量词 语句 为 

假 。 下 面 的 定理 证 实 了 这 个 关系 , 它 把 逆 辑 中 德 : 摩 根 定理 广 义 化 了 ( 见 例 1.2.11)。 


> 1 


= 20 。 


定理 1.3.12 广义 的 德 :摩根 定 班 


如 PP 是 一 个 命题 函数 ,(a} 和 (b) 中 的 每 一 对 命题 总 有 同样 的 真 假 值 ( 即 同 为 真 或 同 为 候 )。 

(a) Vx, Plx); 3x, P(x) 

(b) Ix, Plx);y yx, P(x) 
证 明 : 我 们 只 证 明 (a), 把 (b) 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 {习题 50)。 

假设 命题 Yx, P{x); 为 真 , 则 命题 Yxz，P{x) 为 假 。 由 定义 1.3.4, 当 P(x) 对 于 个 体 
城中 至 少 一 个 x 其 值 为 假 时 ,命题 Yx， 忆 (2z) 为 假 。 ee J- a P 
(x) 的 秆 为 假 ，P(x) 为 真 。 仍 由 定义 1.3.4, 当 对 于 个 体 域 中 至 少 一 : 
3 x*， Plx) 为 真 。 因 此 ,如 Yx,Plx); 为 真 ,命题 I x, P(x) 
为 很, 命题 ] x， Ptx) 也 为 假 。 

因此 ,ta) 中 的 一 对 命题 永 取 同 样 的 真 假 值 。 


例 1.3.13 
令 Plx) 代 表 语 向 


| 
we 


在 例 1.3.11 中 ,我 们 示 出 ,可 证明 

对 于 某 些 实数 x, P(x) 
为 假 , 只 要 证 明 

对 于 某 些 实数 x,P{x) (1.3.4) 
为 真 即 可 。 由 定理 1.3.12 可 证 实 这 种 方法 是 正确 的 。 当 证 明 表 达 式 (1.3.4) 为 真 之 后 ,我 
们 可 以 得 到 其 否定 


对 于 某 些 实 煞 x, P(x) 
为 候 。 故 由 定理 1.3.12 之 (ai ,有 


AEs tb 如 避 和 


或 其 等 价 
对 于 某 些 实数 x ,P(x) 

也 为 假 。 国 
一 个 全 称 量词 命题 可 看 成 是 下 面 复合 合 题 的 广义 化 
PI A Py 六 AP, (1.3.5) 


其 意义 是 把 上 式 中 的 各 个 命题 PP.…… PP 用 一 系列 P(x) 代替 ,此 处 的 x 是 个 体 域 的 一 个 
元 素 ,于 是 命题 (1.3.5) 可 用 

对 于 每 一 个 x ,Ptx) (1.3.6) 
代替 。 命 题 (1.3.5) 为 真 , 当 且 仅 当 每 个 P; 为 真 ,i = 1,…… no。 式 (1.3.6) 的 真 假 值 也 同样 
确定 : 式 (1.3.6) 为 真 , 当 且 仅 当 对 于 个 体 域 中 的 每 个 x, P(x) 为 真 。 
相似 地 ,存在 量词 语句 可 看 成 是 下 面 复 合 命 题 的 广义 化 

PIV PPOV VP, (1.3.7) 

?1] 二 


其 音义 是 把 上 式 中 的 各 个 命 央 已 Pe…P, 用 一 系列 中 (xzx) 伐 桂 , 此 处 的 * 是 个 体 域 的 一 个 元 
系 , 于 是 命题 (1.3.7) 可 用 

对 于 某 些 x ,P(x) 
代替 。 前 面 的 观察 解释 了 为 并 么 定理 1.3.12 广 立 化 了 德 . 摩 根 定理 (人 鲍 1.2.11)。 问 忆 根 据 
第 一 德 : 摩 根 定理 ,有 

PVP VVP AP AP A AP. 
其 真 假 值 相同 。 由 定理 1.3.12 之 tb)， 

PAP,A.…AP, 可 用 


Vx,P(lx) 
代 稚 ,而 

Pi YV Py VY i VyP 
可 用 

I P(x) 
代替。 
例 1.3.14 


用 文字 表示 的 全 句 往 往 有 多 于 一 种 解释 。 考 虚 众 所 周知 的 莎士比亚 的 句子 

四 内 发 光 的 不 古 滞 的 
一 个 可 能 的 解释 是 “没有 办 闪 发 光 的 东西 是 金 的 "( 即 金 的 东西 都 不 办 内 发 光 )。 然 而 ,这 不 
是 水 士 比 亚 的 意思 。 正 确 的 意义 是 “有些 内 办 发 光 的 东西 不 定金 的 ”。 

如 令 P(x) 代 表 合 题 明 数 “x 闪 因 发 光 ”, Q(x) 代 表 命 题 西数 “x 是 金 的 " ,第 一 种 解释 成 
为 

对 于 所 有 的 x ,P(x), 一 Otx)， (1.3.8) 
而 第 二 种 解释 成 为 

对 于 有 些 x ,Pt{x), 作 Olx) o 
”用 例 1.2.12 的 结果 ,可 见 命 题 

对 于 有 些 x,PIxz),A Olx) 
和 

对 于 有 些 x, P(x) -> Q(x) 
相同 。 由 定理 1.3.12, 命 题 

对 于 有 些 rx，P(xz) -> 0(x) 
和 

对 于 所 有 的 x, P(x) > OCx) 
的 真 假 值 是 相同 的 。 这 样 ,第 二 种 解释 的 一 个 等 价 的 表示 是 

对 于 所 有 前 x,P(x) 一 > Q(x) (1.3.,9) 
比较 语句 (1.3. 中 和 (1.3.9) 可 昂 , 汪 义 性 的 产生 且 由 于 否定 的 范围 ,是 仅仅 作用 于 0tx) (第 
一 种 解释 ) 还 是 作用 于 整个 语句 

对 于 所 有 的 Y,Pfz) 一 Dr) 
(第 二 种 解释 )。 请 句 

风 pa 二 


闪闪 发 光 的 不 是 金 的 
的 正确 解释 是 否定 作用 于 整个 语句 : 

在 肯定 语句 中 , “任何 ”, “所有”, “每 个 "和 “每 一 个 "有 相同 的 意义 。 在 否定 远 
不 坷 ， 

并 非 所 有 的 Cl 是 局， 

并 非 每 个 CI 是 5， 

并 非 枉 意 一 个 记 是 局， 
其 意义 相同 ,其 意义 是 

有 些 CI 不 是 C， 
而 没有 任何 Cj 是 Ca: 
意义 是 

没有 记 是 二， 
其 他 的 例 见 习题 47 ,48。 口 

我 们 的 下 个 便 子 示 出 ,全 称 量词 和 存在 量词 可 以 在 单个 语句 中 混 起 来 使 用 ,也 可 用 来 约 
束 儿 于 -~ 个 变量 。 


例 1.3.15 


设 个 体 域 是 实数 集合 ,考虑 语句 
对 于 每 个 x ,存在 y,x*+y=n0 
此 语句 的 意义 是 ,对 于 任 一 个 x*, 译 少 有 一 个 ytY 可 依赖 于 x), 使 x+x=0。 我 们 可 以 看 出 ， 
语句 
对 于 每 个 4, 存在 y,x+Y=0 
为 真 。 对 于 任何 x ,我 们 可 找 出 至 少 一 个 y, 即 y= 一 x, 令 x+Y=0 为 真 。 图 
设 我 们 把 例 1.3.1s 语句 倒 过 来 ,得 
存在 了 ,对 于 每 个 x, x+y=n0 
如 果 此 语句 为 真 ,就 可 能 选择 某 些 y 的 值 ,使 语句 
对 于 每 个 x,x+y=0 
为 真 。 然 而 ,对 此 我 们 可 以 找 出 反例 。 和 例如 ,可 以 令 =1--y, 我 们 得 到 假 的 语句 
l-y+7Y=0 
因此 ,语句 
存在 ,对 于 每 个 ,x+Y= 必 
为 很。 


例 1.3.16 


令 P(x,Y) 表 示 语 名 
如 产 < 认 则 x<y 
个 体 域 是 实数 集合 。 
语句 
对 于 有 所 有 的 x, 对 于 所 有 的 y ,Plx,Y) 


,情况 


为 假 。 一 个 反例 是 x = 1,y= -2。 此 时 ,我 们 得 到 假 命 题 
如 <(-2)*, 则 1 < -2。 
语句 
对 于 所 有 的 x, 存在 ,P(x,Y) 
为 真 。 因 为 对 于 每 个 x ,命题 
存 任 y, 如 x <y, 则 x<y 
为 真 。 因 为 我 们 令 y = 0, 得 出 真 命题 
如 x2<0, 则 x<0 
(前 提 x* <0 为 假 , 故 命题 为 真 )。 表 示 至 少 有 一 个 y, 使 命题 
如 x<y, 则 xw<y 
为 真 。 
语句 
对 于 所 有 的 y ,存在 x,Plx,Y) 
为 真 。 因 为 对 于 每 个 y, 令 x= 1y1+1, 得 到 真 命 题 
(yl + < 入, 则 ly1+i<y 
《因为 前 提 为 假 ,命题 为 真 )。 表 示 存 在 * ,能 使 命题 
如 x<y, 则 x<y 
为 由。 [ 
我 们 总 结 一 下 证 明 或 反 证 全 称 量 词语 句 或 存在 量词 语句 的 方法 ; 
' 要 证 明 全 称 量 词语 名 
对 于 上 所 有 的 x ,P(x) 
为 真 ,可 以 证 明 对 个 体 域 中 的 每 一 个 x, P(x) 为 真 。 证 明 某 个 特定 的 % 能 使 P(%) 为 真 ,并 
不 能 证 明 上 述 全 称 量词 语句 为 真 。 
' 要 证 明 存 在 量词 语句 
对 于 有 些 x ,P(x) 
为 真 ,可 以 在 个 体 域 中 找 出 一 个 x, 合 P(x) 为 真 。 有 一 个 就 够 了 。 
:要 证 明 全 称 量词 语句 
对 于 所 有 的 x, P(x) 
为 假 , 可 以 在 个 体 域 中 找 出 一 个 x ,使 P(x) 为 假 ( 反 例 )。 
要 证 明 存 在 量词 语句 
对 于 有 些 xx ,PPfz) 
为 假 ,可 以 证 明 对 个 体 城中 的 每 一 个 x, P(x) 为 假 。 证 明 某 个 特定 的 x 能 使 P(x) 为 假 , 并 
不 能 证 明 上 述 存在 量词 语句 为 假 。 


习 题 
在 习题 -6 中 ,说 出 语句 是 否 命题 函数 。 如 是 命题 函数 ,给 出 一 个 个 体 域 。 
* 1.(2n+1)* 是 一 个 奇数 ， 
2. 在 1 和 10 之 间 选 择 一 个 整数 。 
3, 令 x 为 一 实数 。 
4 24 和 


*4. 在 1955 年 ,此 电影 得 到 奥斯卡 最 性 图 像 奖 。 

$5, 1+3=4 

6. 存在 x 使 x < y(x,Y 为 实数 )。 

令 P(n}) 是 条 件 命 是 "rn 整除 77" ,把 习题 7- 11 的 某 个 命题 用 文字 写 出 ,并 写 出 
或 为 假 。 个 体 域 是 正 叉 数 集 合 。 

< 了 .Pfll) 8.P(1) 9.P(3) * 10. 对 于 每 个 n,P( 

11. 对 于 某 些 n, P(n) 

令 了 T(x,y) 是 命题 函数 "x 比 y 高 "。 个 体 域 是 三 个 学 生 : Garth, 高 5 英尺 11 英寸 ， 
Erin,5 英尺 5 英寸 ,Marty,6 英尺 。 将 习题 12 - 15 的 各 个 命题 用 文字 表示 ,并 求 出 其 真 候 
值 。 

#12. 时 车 是 了 元 
13. ¥ x 3 YT(x,y) 
14. Jx VyT(x,7) 

*15.IxjrT(x,y) 

16. 用 符号 和 文字 形式 写 出 习题 12 -15 各 命题 的 否定 。 

令 IL[x,y) 是 命题 函数 “x 爱 y"。 个 体 域 是 所 有 活着 的 人 的 集合 。 将 习题 17- 20 的 各 个 你 
题 用 符号 形式 陡 示 。 你 认为 蚂 些 是 真 的 ? 

*17. 有 些 人 爱 所 有 的 人 。 

18. 所 有 的 人 爱 所 有 的 人 。 

19. 有 些 人 爱 有 些 人 。 

* 20. 所 有 的 人 爱 有 些 人 。 

21. 用 符号 和 文字 形式 写 出 习题 17 - 20 各 命题 的 否定 。 
求 出 习题 22 ~ 45 中 各 语句 的 真 假 值 。 个 体 域 是 实数 集合 。 证 实 你 的 答案 的 正确 性 。 

x* 22, 对 于 每 一 个 x ,x > x。 

23. 对 于 有 些 x ,x*> Yo 

24. 对 于 每 一 个 x, 如果 x>1, 则 “> x。 

*25. 对 于 有 些 x ,如 果 x >1, 则 x*>*。 

26. 对 于 每 一 个 x ,如 果 x>1, 则 x/A(x?+1) < 1/3。 

27. 对 于 有 些 x, 如 果 x>1, 风 x/(x?+1) <1/3。 

# 28. 对 于 每 一 个 x ,对 于 每 一 个 y,x*<y+l1。 

29. 对 于 每 一 个 x ,对 于 有 些 yy y+l1o 

加 . 对 于 有 些 x ,对 于 每 一 个 y,x*<y+1。 

# 31. 对 于 有 些 x ,对 于 有 些 y,s <y+ls 
32. 对 于 有 些 y ,对 于 每 一 个 x ,x <y+1。 

33. 对 于 每 一 个 y, 对 于 有 些 x,x*<y+l。 

* 畔 . 对 于 每 一 个 x ,对 于 每 一 个 y,x? + Y=9。 

35, 对 于 每 一 个 x ,对 于 有 些 y ,x + y=9。 

36, 对 于 有 些 x, 对 于 每 一 个 y ,x:+ y=9。 

* 37. 对 于 有 些 ,对 于 有 些 y,x*+ y=9。 
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38. 对 于 每 一 个 * ,对 于 每 一 个 y, 知 + 放 0。 
39. 对 于 每 一 个 x, 对 于 有 些 y,x* + YY 二 0。 
x* 由, 对 于 有 些 x ,对 于 每 一 个 y,x* + >0。 
41, 对 于 有 些 x ,对 于 有 些 y ,x + 六 守 0。 
42. 对 于 每 一 个 x, 对 于 每 一 个 y, 如 果 x<y, 则 x*< YY。 
* 43, 对 于 每 一 个 x, 对 于 有 些 y, 如 果 x<y, 则 x? < 人。 
44. 对 于 有 些 x ,对 于 每 -个 y, 如 果 x<y, 则 x < 入。 
45. 对 于 有 些 x, 对 于 有 些 y, 如 果 x<y, 则 x <y。 
465., 写 出 习题 22 -4 各 命题 的 否定 。、 
* 47 .下面 的 命题 出 现 于 Dear Abby 的 诗句 :“ 所 有 男人 不 欺骗 他 的 妻子 ”。 此 语句 的 确切 
意义 是 什么 ”你 认为 这 命题 是 其 的 吗 ? 
48. 经 济 学 家 Rober J 'Samvelson 的 说 法 “每 个 环境 问题 不 是 一 个 悲剧 "被 引用 。 此 语句 
的 确切 意义 是 什么 ? 重新 叙述 此 语 匀 以 洪 清 其 闵 。 
49.(a} 用 真 值 表 证 明 ,如 p 和 4 是 命题 , 则 pg 或 gq 一 p 之 一 为 真 。 
(hb) 令 P(x) 基 命题 了 削 数 “x 是 一 个 有 理 数 ", 0 (x) 是 命题 孙 数 “x 是 一 个 正 数 ” ,个 体 
域 是 全 体 实 数 集 合 。 对 下 面 的 论题 进行 讨论 , 它 好 象 证 明了 所 有 的 有 理 数 都 是 正 数 , 或 所 有 
的 正 实数 都 是 有 理 数 。 
由 (a)， 
YrxCPxr) OY (Ox Px)) 
为 真 。 用 文字 表示 就 是 :对 所 有 x ,如果 x 是 有 理 数 ,x 就 是 正 数 ,或 者 如 x 是 正 数 , 则 
x 就 是 有 理 数 。 因 此 ,所 有 的 有 理 数 都 是 正 数 ,或 所 有 的 正 实数 都 是 有 理 数 ， 
50. 证 明定 理 1.3.12 之 (b)。 


1.4 证 明 


一 个 数学 系统 由 公理 ,定义 和 未 定 闵 项 组 成 。 公 理 是 先 验 地 被 认为 是 真 和 的 。 十 义 是 用 
已 有 的 内 容 来 建立 新 的 概念 。 某 些 项 未 被 明确 定义 ,但 被 公理 隐 含 地 定义 。 在 数学 系统 中 ， 
我 们 可 以 导出 定理 ， 定 理 是 … :个 被 证 明 为 真 的 命题 。 一 些 特殊 种 类 的 定理 被 称 为 引 理 和 推 
论 。 引 理 是 一 个 定理 ,其 本 身 的 内 容 不 大 有 用 ,主要 用 于 证 明 其 他 和 定理。 推论 是 可 以 很 快 地 
从 男 一 个 定理 得 出 的 定理 。 

论述 一 个 定理 为 真 的 这 程 狼 为 证 明 。 逻 辑 是 分 析 证 明 的 工具 。 本 节 中 ,我 们 要 介绍 一 
些 证 明 的 一 般 方法 ,并 用 催 辑 来 分 析 正 确 和 不 正确 的 论证 。 在 1.5 和 1.6 节 中 ,我 们 讨论 妇 
结 和 数学 归纳 法 ,它们 都 是 特定 的 证 明 技术 。 我 们 出 给 出 一 些 数学 系统 的 例 开始 。 


例 1.4.1 


欧 几 里 德 几何 提供 了 一 个 数学 系统 的 鲍 。 其 公理 有 ， 
给 出 两 个 不 同 的 点 ,只 有 一 条 直线 通过 它们 。 
' 给 出 一 条 直线 和 其 外 的 一 个 点 ,只 有 一 条 表 线 通过 此 点 并 平行 于 给 和 定 直 线 。 
名 词 点 和 直线 是 未 定义 的 项 ,但 是 由 描述 它们 性 质 的 公理 隐 含 地 定义 。 
心 折 下 


定义 有 : 
“如果 两 个 三 角形 其 顶点 能 一 一 对 应 ,使 对 应 的 边 和 解 都 相等 , 则 此 两 个 三 角形 是 全 等 
的 。 
:如 果 两 个 角 的 和 为 180 度 , 则 它们 互 为 补 角 。 口 


例 1.4.2 


实数 给 出 另 一 个 数学 系统 的 例 。 其 公理 有 : 
:对 于 所 有 的 实数 x 和 和 ,xy = YY 。 
` 实 数 有 一 个 于 集 了 ,满足 
(a) 如 x 和 和 sy 在 PP 中, 则 x + 和 xy 都 在 了 中 。 
(b) 如 x 为 一 实数 , 则 下 列 论述 之 一 为 真 ; 
x 在 PP 中 x 二 0 -x 在 P 中 
乘 运算 隐 含 地 在 第 一 个 公理 中 定义 ,其 他 描述 了 闻 运 算 应 有 的 性 质 。 
上面 会 理 中 下 的 元 素 称 为 正 实 数 。 
实数 x 的 绝对 值 | x | 定义 是 :如 x 为 正 ,| x | 就 是 x ,否则 为 0 或 ~x。 [ 
在 欧 几 里 德 几 何 和 实数 系统 中 ,我 们 给 出 一 些 定理 , 引 理 和 推论 的 例子 。 


例 1.4.3 


欧 几 里 德 几何 中 定理 的 例子 是 
.如 一 三 角形 的 两 边 相等 , 则 其 对 角 相 等 。 
.如 一 四 边 形 的 两 个 对 角 线 互相 等 分 , 则 四 边 形 是 平行 四 边 形 。 吕 


例 1.4.4 


欧 几 里 德 几何 中 推论 的 例子 是 
“等 边 三 角形 的 三 内 角 相 等 。 
此 推论 可 由 鲍 1.4.3 的 第 一 个 定理 立即 得 出 ， 图 


例 1,4.5 


实数 的 定理 的 例子 是 
对 于 每 个 实数 x ,x*0=0。 
“对 于 所 有 的 实数 *,y 和 z, 如 xx<y, 上 日 y<z, 则 yx<yo 图 


例 1.4.6 


实数 的 引 理 的 例子 是 
如 为 一 正 整 数 , 则 或 者 nn-1 为 正 ,或 者 nn-1=0。 
此 结果 本 上 身 并 没有 名 大 意义 ,而 是 用 来 证 明 其 他 结果 。 [ 
定理 的 通常 形式 为 ; 
对 于 所 有 的 ri xz 如 下 za ,X54) 则 gxi , x ,到 ) 5 
如 对 于 所 有 的 xlyxzay……… ,wii 条件 合 题 
+ 0 。 


如 px, x2s ,Ta ) ,Maw x ,Xn ) (1.4.1) 
为 真 , 则 上 面 的 全 称 量 词语 名 为 真 。 为 证 明 命 晤 (1.4.1) ,我们 设 NW ; 
的 任意 元 泰 。 如 p(x] ,x2,……, xa) 为 假 ,由 定义 (1.2.4) ,命题 (1.4.1) 为 真 s 这 立 和 


例 1.4.7 


我 们 对 下 面 的 陈述 给 出 一 个 直接 证 明 ; 定 义 所 有 的 实数 d, di,d; 和 >， 

MM d= min(d, da)H x<= 1, fg<1 明 xd。 
下 明 :我们 设 da, 史 和 = 是 任意 实数 。 由 前 面 的 讨论 可 知 , 只 要 假设 

d=min(di,d)H x<d 
为 真 ,并 证 明 

XdH x 

就 行 了 。 

由 min 的 定义 ,有 dd 和 d<di。 由 x 万 d 和 4d 志 di, 我 们 由 前 面 的 定理 ( 例 1.4.5 的 
第 二 定理 ) 可 得 出 x< qdj。 由 x<<d 和 4 < 4d,, 由 同一 个 定理 可 得 x 万 dr。 因此 ,x<di 且 x 
三 do 国 [| 

第 二 个 证 明 的 方法 是 反 证 法 。 命 题 (1.4.1) 的 反 证 法 是 假设 前 提 p 为 真是 结论 4 为 假 ， 
使 用 p 和 了 和 其 他 公理 ,定义 和 已 经 证 明 的 定理 ,得 出 一 个 矛盾 。 此 处 的 矛盾 是 一 个 形式 如 
rV r 的 命题 (r 可 为 任何 的 命题 ) 。 反 证 法 有 时 称 为 间接 证 明 , 因为 使 用 矛盾 来 证 明 俞 题 
(1.4.1) ,是 循 着 一 个 间接 的 方法 ;得 出 r V 7 ,来 证 明 命题 (1.4.1) 为 真 。 

直接 证 明和 间接 证 明 , 其 前 提 的 不 同 在 于 被 否定 了 的 结论 。 它 在 间接 证 明 中 被 用 作 前 
提 , 而 直接 证 明 中 不 用 它 作为 前 提 。 

反 证 法 的 正确 性 可 由 

pe 和 pA qrhr 
二 式 等 价 看 出 。 等 价 可 由 正面 的 真 值 表 证 实 。 


| 
i 
下 
和 
TT 
| 


T 
F 
F 
工 
T 
T 
T 


by 
5 


例 1.4.8 


由 反 证 法 证 明 下 面 的 陈述 : 

对 于 所 有 的 实数 x 和 yy, 如 x+y>2, 则 x 二 1 或 yz1。 
证 :; 设 结论 为 假 。 于 是 ,x <1 和 y<1( 回 忆 析 取 的 否定 得 到 合 取 : 见 例 1.2.11, 逻辑 的 德 . 摩 
根 定 律 )。 由 前 面 的 定理 ,加 人 这些 不 等 式 ,可 得 

xX+ <l+l1=2, 


此 时 ,我 们 就 得 出 了 蔬 盾 pV p ,其 中 ， 


Pp:X+722. 
出 此 我 们 得 出 修 脉 述 为 真 。 本 | 
假设 我 们 得 出 命题 (1.4.1) 的 一 个 反 证 ,在 其 中 , 像 例 1.4.8, 得 到 5 。 实 际 上 ,我 们 证 明了 
gp (1.4.2) 
这 个 反 证 的 特殊 情况 称 为 逆向 求证 。 


在 建立 一 个 证 明 时 ,我们 必须 肯定 所 使 用 的 论证 是 有 效 的 。 本 节 的 后 面 ,我 们 要 给 出 
“有 效 论 证 "概念 的 确切 含义 ,并 对 它 进行 较 详细 的 讨论 。 

考虑 下 列 命 题 系列 

错 误 或 者 在 模块 17 中 ,或 在 模块 81 中 。 

箱 误 是 一 个 数字 错误 。 

模块 81 没有 数字 错误 。 (1.4.3) 
假设 这 些 陈 述 都 是 真 的 ,可 以 得 到 结论 ， 

错误 在 模块 17 中 。 (1.4.4) 
从 一 系列 前 提 得 出 结论 的 方法 称 为 演绎 推理 。 给 出 的 命题 系列 ,如 语句 (1.4,3}), 称 为 前 提 ， 
从 这 些 前 提 得 到 的 合 题 ,如 语句 (1.4.4), 称 为 结论 。 一 个 (演绎 的 ) 论 证 包括 前 提 和 结论 。 
数学 和 计算 机 科学 中 的 许 儿 证明 都 有 是 演绎 论证 。 

任何 论证 的 形式 都 是 

如 pj 和 且 py 且 … 生 pp,, 则 4g (1.4.5) 
如 结论 能 从 前 提 导 出 ,也 就 是 ,如 pi 和 pz 且 … 且 六 为 真 , 则 9 也 必 为 真 ,就 说 论证 (1.4.5) 
是 有 效 的 。 这 个 讨论 导致 下 面 的 定义 。 


定义 ”1.4.9 


一 个 论证 是 一 系列 的 命题 , 写 如 
pt 
Pp2 


Pn __ 
1 
或 
pis pas ls Pn/ 
节 题 pj ,np;,…,p, 称 为 前 提 , 命 题 9 称 为 结论 。 如 jp 和 ps; 和 … 和 p, 全 为 真 , 则 5 也 必 为 
29 


真 ,那么 论证 就 是 有 效 的 ;否则 ,论证 是 无 效 的 (或 小 误 )。 

在 一 个 有 效 的 论证 中 ,我 们 有 时 说 结论 从 前 提 导 出 。 注 意 我 们 并 不 是 说 结论 是 真 的 ;我 
们 只 说 ,如 果 你 姑 认 前 提 , 你 也 要 基 认 结论 。 一 个 论证 有 效 是 在 于 它 的 形 在 于 它 
的 内 容 。 


例 1.4.10 
确定 论证 
| 
A 
是 否 有 效 。 
[ 解 1] 我 们 对 所 有 的 命题 建立 真 值 表 : 


中 mm 
2 


下 
7 


可 见 只 要 p 和 pa 为 真 时 ,结论 4 也 为 真 ;因此 ,论证 是 有 效 的。 
[ 解 2j 可 由 不 用 真 值 表 直 搓 证 明 ,只要 前 提 为 真 , 缩 论 也 必 为 其 。 
设 pp 和 p~=*g 为 真 , 则 9 必 有 为 真 , 因 为 否则 pg 将 为 假 。 因 此 ,论证 有 将 。 L 
例 1.4.11 
将 论证 
如 2=3, 则 我 吃 我 的 悄 子 ， 
我 吃 我 的 由 子 。 
i 
表 为 符号 形式 ,并 确定 论证 是 特有 效 。 
如 令 
Pp:2=3 “gg: 我 吃 栽 的 懈 子 
则 论证 可 瑟 为 
pa 
“pp 


如 论证 是 有 效 的 , 则 只 要 当 pg 和 7 都 为 真 ,p 必须 也 为 真 。 假 设 pg 和 gq 都 为 真 ,这 只 
当 p 为 假 和 9 为 真 时 才 行 。 兹 种 情况 下 , p 不 为 真 ; 于 是 论证 不 是 有 效 的 。 
Li 
我 们 也 能 由 例 1.4.10 的 真 值 表 来 确定 例 1.4.11 中 论证 的 有 效 性 。 在 表 的 第 三 行 , 两 个 
前 提 都 为 真 而 结论 为 假 , 所 以 论证 不 是 有 效 的 。 
于 3 人 下 


站 是 


<*1 .给 出 一 个 欧 几 里 德 几 何 中 公理 的 例 ( 和 例 1.4.1 不同 )。 
2， 给 出 一 个 实数 系统 中 公理 的 例 ( 和 例 1.4.2 不 同 )。 
3， 给 出 一 个 欧 几 里 德 几 何 中 定义 的 和 便 {和 例 1.4.1 不 同 )。 
#4. 给 出 一 个 实数 系统 中 定义 的 例 ( 和 例 1.4.2 不 同 )。 
5， 给 出 一 个 欧 几 里 德 几 何 中 定理 的 例 ( 和 例 1.4.3 不 同 )。 
6.， 给 出 一 个 实数 系统 中 定理 的 例 { 和 例 1.4.5 不 同 )。 
x*7.。 一 个 直接 证 明 的 内 容 是 :如 果 x 为 一 实数 , 则 x.0=0, 证 实 其 中 的 每 一 步 的 正确 性 。 
已 类 的 定理 是 :如 ec,b,c 是 实数 , 则 3+0=5 和 a{b+c)=qb+ac。 如 果 a+5=a+c, 则 
b=e, 
证 ;x:0+0=x:0= xz:(0+0) =20+xc0: 因 此 ,xx0=0。 图 
8. 一 个 反 证 的 内 容 是 :如果 xy =0, 则 或 者 x =0, 或 者 y =0。 证 实 其 中 的 每 一 步 的 正确 
性 。 设 已 知 : 如 ee 是 实数 是 a8 = ac 月 asxx0, 则 B= ce。 
证 : 设 x=0 且 xz#0 且 yz#0。 由 于 =0=x:0 且 xz0;y=0, 这 是 一 个 予 逢 。 图 
9.、 用 上 反 人 证 法 试 证 ,如 果 100 个 球 放 在 9 个 盒子 中 , 必 有 某 些 盒子 包 售 12 个 或 更 多 的 球 。 
把 系统 10- 14 的 论证 写 为 符号 形式 ,并 确定 其 是 否 有 效 。 今 
p :我 努力 学 习 9 :我 得 到 A{ 指 课程 成 绩 ) r :我 有 钱 
* 10. 如 我 努力 学 习 , 则 我 得 到 A 
我 努力 学 习 
… 我 得 到 入 
11. 加 我 努力 学 习 , 则 我 得 到 A 
如 我 不 有 钱 , 则 我 没有 得 到 A 
,我 有 钱 
12， 我 努力 学 习 当 县 仅 当 我 有 钱 
我 有 钱 
.我 努力 学 习 
* 13. 如 我 努力 学 习 或 者 我 有 钱 , 则 我 得 到 A 
我 得 到 A 
.如 我 不 努力 学 习 , 则 我 有 钱 
14.， 如 我 努力 学 习 , 则 我 得 到 A 或 我 有 钱 
我 没有 得 到 A 并 日 我 不 有 钱 
… 我 不 努力 学 习 


在 习题 15 -19 中 ,用 文字 写 出 给 定 的 论证 ,并 入 定论 证 是 否 有 效 。 令 
P :64K 比 完 全 设 有 内 存 好 。 
4 :我 们 要 买 更 多 的 内 存 。 
F :我 们 要买 一 个 新 的 计算 机 。 
。31 。 


15. pr 16. ptrVg) 


吓人 下 一 到 人 
Pr 内 q) ee 
17 p>*r x ]8 rp 
| r 
| "Pp 
19. p*r 
ro 
= 
“4 


确定 习题 20- 24 的 论证 是 否 有 效 。 


* 20). pg 21. pa 
Pp. -9 
… 
22 pAp 23 p*( gr) 
和 J ( pr) 
“DV gr 
24. (po) A(r”s) 
pVr 
“qs 


25., 试 证 如 果 了 1，Pp27 -Pp 和 PPp3 pc 是 有 吾 论 证 ， 
那么 ,论证 pisp2s9“ ;Pa .5 也 是 有 效 的 。 
* 26, 讨论 下 面 的 论证 。 
软盘 存储 器 比 没 有 存储 器 好 。 
设 有 存储 器 比 硬 盘存 储 器 好 。 
… 软 盘存 情 器 比 硬盘 存储 器 好 。 


“1.5 归结 证 明 


在 本 节 中 ,我 们 把 a A 上 & 写 为 ob 。 


归结 是 一 种 由 J.A, 罗宾逊 在 1965 年 所 出 的 证 明 技 术 { 见 [ Robinsgon] ) , 它 依赖 于 --- 个 单 


一 的 规则 
如 pVYg 和 Pp Yr 都 为 真 , 则 9g V r 为 真 。 


规则 (1.5.1) 可 由 写 出 真 值 表 证 明 (见习 题 1}。 因 为 依赖 于 这 个 单一 的 ,简单 的 规则 , 它 是 许 


多 进行 推理 和 证 明和 定理 的 计算 机 程序 的 基础 。 


在 一 个 归结 证 明 中 ,前 提 和 结论 写 为 子 句 ,一 个 子 句 由 被 析 取 分 阳 的 项 组 成 ,此 处 的 项 


一 一 


# 本 节 可 息 略 ,不 所 连 拒 性 。 
:i 


是 一 个 变量 或 者 一 个 变量 的 否定 。 


例 1.5.1 
表达 式 
aVv bYveVd 
是 一 个 子 句 ,因为 其 各 项 a,5 ,c,d 被 析 取 分 隔 , 且 每 项 都 是 一 个 变量 或 者 一 个 变量 的 否定 。 
口 
例 1.5.2 表达 式 
和 内地 Wi 
不 是 一 个 子 句 ,虽然 各 项 都 被 析 取 分 隔 , 但 项 xy 由 两 个 变量 组 成 ,不 是 
国 
例 1.5.3 
表达 式 
p™q 
不 是 一 个 子 名 ,因为 项 被 -= 分 陋 。 每 项 都 是 一 个 变量 。 [J 


一 个 直接 归结 证 明 , 其 进行 是 反复 地 使 用 规则 (1.5.1) 于 一 对 语句 ， 以 得 出 一 个 新 语 
可 ,直到 得 出 所 需 的 结论 。 在 使 用 规则 (1.5.1) 时 ，p 必须 是 单个 变量 ,但 y 和 7 可 以 是 表 
达 式 。 注 意 当 规 则 (1.5.1) 应 用 于 子 句 时 ,结果 g Vr 是 一 个 子 名 (由 于 9 Yr 每 一 个 都 由 
被 析 取 分 隔 的 项 组 成 ,每 项 是 一 个 变量 或 变量 的 否定 ,g Vr 也 由 被 析 取 分 隔 的 项 组 成 ,每 项 
是 一 个 变量 或 变量 的 否定 )。 


例 1.5.4 


用 归结 进行 下 面 的 论证 
l.aVvb 
2.8Vre 
3.eV 过 
把 规则 (1.5.1) 用 于 表达 式 1 和 2, 得 到 
4.bYc 
把 规则 (1.5.1) 用 于 表达 式 3 和 4, 得 到 
S.5W 可 
即 所 需 的 结论 。 由 给 出 的 前 提 1, 2, 和 3, 我 们 证 明了 结论 BV as。 [] 
规则 (1.5.1) 的 特殊 情况 是 。 
如 pVgq 和 5 为 真 , 则 gq 为 真 。 (1.5.2) 
如 p 和 pVr 为 真 , 则 了 为 真 。 


例 1.5.5 


用 归结 进行 下 睾 的 论证 
. 了 


把 规则 (1.5.1)》 用 于 表达 式 1 和 2, 得 到 


车 
把 规则 {1.5.1)} 用 于 表达 式 3 和 4, 得 到 
5s, d 
即 所 需 的 结论 。 由 给 出 的 前 提 1, 2, 和 种 3, 我 们 证 明了 结论 4。 口 


如 前 提 不 是 一 个 子 句 , 它 必 须 用 等 价 的 表达 式 代 震 , 此 表达 式 或 者 是 一 个 子 句 ,或 者 是 
几 个 子 句 的 合 取 。 便 如 , 设 一 个 前 提 是 a ¥Y 5 , 由 于 香 定 范围 冤 于 一 个 变量 ,我 们 用 德 . 癌 
根 第 一 定 健 ( 见 例 1.2.11) 


aVvb=ab, 本 三 人 VD (1.5.3) 
来 得 到 一 个 等 价 的 表达 式 ,其 否定 符号 的 范围 只 是 一 个 变量 
a Yb= aw, 
ayVvsb 四 6 


于 是 我 们 把 原来 的 前 提 a V 5 用 两 个 前 提 a# 和 5 的 合 取 来 代替 。. 回忆 两 个 分 离 的 前 提 大 和 
hh 的 合 取 等 价 于 hha( 见 定义 1.4.9 及 其 前 面 的 讨论 ) ,可 知 这 代替 是 正确 的 。 不 断 地 应 用 
德 :摩根 律 可 以 使 知 定 只 作用 于 一 个 变 基 之 上 。 

一 个 表达 式 , 其 各 项 都 由 析 取 来 分 隔 , 且 和 名 项 都 由 若干 变量 的 合 取 组 成 ,可 以 用 一 个 出 
若干 子 句 的 析 取 组 成 的 等 价 的 表达 式 代替 ,使 用 下 面 的 等 价 式 

oy k=(aV bb)(avVe) (1.5.4) 

此 种 情况 下 ,可 以 把 单一 的 前 提 a V bc 用 两 个 前 提 a V8 和 aw Ve 忽 替 。 使 用 第 一 德 . 摩根 
律 (1.5.3) 再 使 用 其 等 价 式 41.5.4) ,我 们 可 得 等 价 的 前 所 ,其 中 的 每 一 个 都 是 一 个 子 句 。 


例 1.5.6 


用 归结 进行 下 面 的 论证 
1. av be 
2.aVd 
“.b 
把 式 {1.5.4) 用 于 表达 式 1, 把 前 提 1 用 下 面 两 个 前 提 代 替 


ayb 
GVrCe 
使 用 德 ,摩根 第 一 定律 (1.5.3) ,用 下 面 两 个 前 握 代 将 前 提 2 
记 
a 
论证 成 为 
1.aYV t 


2 人 We 
3 站 四 | 


4. 


erm| | 所 | S| 


把 规则 (1.5. 志 用 于 表达 式 1 和 3, 立 刻 得 出 结论 

b [| 
在 自动 推理 系统 中 ,联合 使 用 归结 证 明和 反 证 法 。 我 们 把 结论 的 否定 写 为 子 甸 并 将 它 加 入 
前 提 中 ,然后 重复 地 使 用 规则 (1.5.1) ,直到 得 出 一 个 六 插 。 


例 1.5.7 


用 归结 和 反 证 法 来 重 证 例 1.5.4- 
我 们 首先 把 结论 否定 并 使 用 德 -摩根 第 一 定律 (1.5.3) 得 出 


一 一 一 


byad= bd 

然后 把 和 5 和 d 加 入 到 前 提 中 ,得 到 
l.ayb 
2,a Ye 
3.cVa 
4.8 
5 

把 规则 (1.5.1) 用 于 表达 式 1 和 2, 得 出 
.bye 

把 规则 (1.5.1) 用 于 表达 式 3 和 56, 得 出 
7.b¥d 

把 规则 (1.5.1) 用 于 表达 式 4 和 7, 得 出 
8.d 

联合 5 和 8 就 得 到 一 个 矛盾 ,于 是 证 明 完 成 。 口 ] 


可 以 看 出 ,归结 是 正确 的 且 反 演 是 完全 的 。 归 结 正 确 其 意义 是 从 不 相 容 的 子 句 集合 ( 即 
一 些 子 名 ,它们 不 能 全 为 真 ) 只 能 得 出 -~ 个 艺 盾 。 反 演 是 完全 的 ,其 意义 是 如 果 一 个 子 句 的 
集合 是 不 相 容 的 ,归结 必 能 够 得 出 一 个 了 矛盾。 这 样 ,如 果 从 一 系列 前 提 可 得 出 一 个 结论 , 则 
由 结论 的 否定 和 给 定 的 前 提 , 用 归结 方法 一 定 可 以 得 出 一 个 矛盾 。 不 幸 地 ,归结 不 能 告诉 我 
们 ,为 了 导出 一 个 矛盾 ,应 该 按 什 么 次 序 来 把 子 句 进行 联合 。 自 动 化 推理 系统 的 一 个 关键 的 
挑战 就 是 对 搜索 子 句 的 联合 次 序 进 行 引 导 。 归 结 和 自动 推理 的 文献 见 [ Gallier; Genesereth; 
and Wos |。 


习 题 

* 1. 写 出 真 值 表 来 证 明 规 则 {1.5.1)， 

用 归结 来 证 明 习 题 2- 6 的 结论 。 提 示 : 在 习题 5 和 6 中 ,把 or 和 and 用 只 含 ~ 和 ;的 等 价 
式 代 蔡 。 


*。 5 * 


万 
* 了, 用 归结 和 反 证 法 来 重新 证 明 习 题 2 - 6。 
8. 用 归结 和 反 证 法 来 重新 证 明 例 1.5.6。 


1.6 数学 归纳 法 


设 有 一 系列 的 方块 ,名 为 1,2,… 位 于 一 个 {无 限 ) 长 的 府 子 上 ( 见 图 1.6.1) ,其 中 某 些 方 
块 用 "二 "标志 (图 1.6.1 中 所 有 可 见 的 方块 都 是 标志 了 的 )。 假 设 

第 一 个 方块 已 被 标志 。 (1.6.1) 

如 所 有 在 第 ( nn + 1) 个 方块 之 前 的 都 已 被 标志 , 则 第 ( nn + 1) 个 方块 也 被 标志 。 

(1.6.2) 

我 们 将 示 出 ,逐个 研究 方块 ,由 假设 (1.6.1) 和 (1.6.2), 可 以 导出 ,每 个 方块 者 是 被 标志 了 
的 。 

假设 (1.6.1) 明 确 地 说 ,方块 1 已 被 标志 。 考 虑 方块 2, 所 有 在 它 之 前 的 方块 , 即 方块 1， 
已 被 标志 ,这 样 ,根据 假设 (1.6.2) ,方块 2 也 是 被 标志 了 的 。 考 虑 方块 3, 所 有 在 它 之 前 的 方 
块 , 即 方 块 1 和 2, 已 被 标志 ,这 样 ,根据 假设 (1.6.2) ,方块 3 也 是 被 标志 了 的 。 用 此 法 可 以 
证 明 ,每 一 个 方块 者 是 被 标 志 了 的 。 例 如 ,我 们 已 经 证 实 方块 1 - 5 已 被 标志 ,如 图 1.6.1 所 
示 , 为 了 证 实 不 在 图 中 的 方块 6 也 被 标志 ,注意 到 所 有 在 它 之 前 的 方块 都 已 被 标志 .于 是 根 
据 假 设 (1.6.2) ,方块 6 也 是 被 标志 了 的 。 

上 上 面 用 例 说 明了 数学 归纳 法 。 为 了 示 出 如 何 更 深入 地 应 用 数学 归纳 法 , 令 5, 表示 前 
个 正 整 数 的 和 

3 而 


Si (1.6.3) 


图 1.6.1 桌 上 的 数字 块 


假设 有 人 宣 
S$, = tl pe (1.6.4) 
即 下 面 一 系 独 的 式 子 正确 ; 


设 每 个 为 真 的 方程 后 面 放 一 个 ”x “符号 来 标志 ( 见 图 1.6.2}。 由 于 第 一 个 方程 为 真 , 它 是 
锌 标志 的 ,现在 没 我 们 可 以 证 明 如 某 一 个 特定 方程 ,例如 第 (an + 1) 个 方程 之 前 的 所 有 方程 
部 是 被 标志 了 的 , 则 第 (n + 1) 个 方程 也 是 被 标志 的 。 然 后 ,和 方块 的 例 一 样 , 所 有 的 方程 都 
是 被 标志 的 ;好 所 有 的 方程 为 真 ,公式 (1.6.4) 得 证 。 


图 1.6.2 -一 个 陈述 序列 ,为 真 的 陈 用 x 标 志 


我 们 必须 证 明 , 如 果 方 程 (n + 1) 之 前 的 所 有 方程 都 为 真 , 则 第 (n+ 1) 个 方程 也 为 真 、 
现在 设 方程 (n + 1) 之 前 的 所 有 方程 都 为 真 ,特别 是 ,第 mn 个 方程 为 真 : 
和 了 7 和 


号 ,三 严 ( 于 十 1472 (1.6.5) 
为 真 ,我 们 要 证 明 弟 (n+ 了) 个 方程 

Si ,= ntliitnt+2/2 
为 其 。 根据 定义 1,6.3， 

S =1+2+3+ "+nR+r(n+1), 
注意 5, 是 5, ,1 的 一 部 分 ,由 此 

二) 

= SS +(n+1l1) (1.6.6) 

由 方程 (1.6.5) 和 和 (1,6.6) ,有 


S$ ,1 一 十 天 十 ]= 


人 nat] = + +2) 
我 们 用 数学 归纳 法 的 证 明 由 黄 部 分 组 成 ,第 一 是 ,我 们 证 明 对 应 于 n = 1 的 陈述 为 真 ,第 一 ， 
假设 陈述 1,2,…,n 都 为 真 ,然后 证 明 第 (n+ 1) 个 陈述 也 为 真 。 在 证 明 第 (rz +1) 个 陈述 也 
为 真 时 ,人 允许 应 用 陈述 1,2,…,n: 构 造 一 个 数学 站 纳 法 证 明 的 关键 是 把 陈述 1,2,…,n 和 nn 
+1 联系 起 来 , 

我 们 下 面 形 式 地 报 述 数学 归纳 法 : 


数学 归纳 法 原理 
设 对 于 每 个 正 整 数 n ,我 们 有 一 个 陈述 S(n), 其 值 或 为 真 或 为 假 。 假 设 
S(1) 为 真 ，; (1.6.7) 
如 对 于 所 有 的 i< n+1,5S( 门 为 真 ,SCn+1) 也 为 真 。 (1.6.8) 
则 对 于 所 有 正 数 mr,S(a) 为 真 。 


条 忻 (1.6.7) 有 时 称 为 基本 步骤 ,而 条 件 (1.6.8) 有 了 时 称 为 归纳 步骤 。 此 后 ,本 书 中 “ 归 
纳 " 的 意思 就 是 “数学 归纳 法 ”; 
这 里 ,我们 用 男 一 个 例子 来 说 出 数学 归纳 法 : 


例 1.6.1 


用 数 竺 上 归纳 法 证 肖 
对 于 n=1,2,…: nl >=2""| (1.6.9) 
基本 步骤 :[ 条 件 41.6.7) | 我 们 必须 证 明 n= 1, 式 (1.6.9) 为 真 。 这 容易 完成 ,因为 
l! =l>1=2 -1 
归纳 步 又 :[ 条 件 (1.6.8) ] 我 们 必须 下 中 ,如 果 对 于 i=1,…,n, 有 i 二 2 ', 则 有 


(n+D! 22 : (1.6.10) 
设 对 于 i=1,…n, 有 让 过 21-!, 那 么 ,特别 地 ,对 于 i=%, 我 们 有 
nl =>2"7 (1.6.11) 


我 们 可 以 把 式 (1.6.1 人 中 和 (1.6.11) 联 系 起 来 ,看 到 
(n+l) =(n+1)(n!) 
现在 有 
(n+l)! =(tn+1)(n!) 
> (n+1)""| 由 式 (1 ,6.11) 
和 39 和 


7 由 n+1l=2 
= 2 
因此 , 式 (1.6.10) 为 真 ， 我 们 完成 了 归纳 步 红 。 
由 于 基本 步 又 和 归纳 步骤 都 已 证 明 ,数学 归纳 法 告诉 我 们 ,对 每 个 正 整 数 rn , 式 (1.6.9) 
为 下。 [ 
为 证 实 条 件 (1.6.8) ,我 们 并 对 于 所 有 的 ii< n+1 时 5(i) 为 真 ,然后 证 明 SCrn+ 1) 为 
真 。 这 样 的 数学 归纳 法 的 形式 是 数学 归纳 法 移 强 形式 。 经 营 像 前 例 的 情 议 那 
仅 由 San) 导出 SCn + 1) ,确实 ,时 纳 步 又 经 常 陈述 为 : 
划 果 Stn) 为 真 , 则 Sa + 1) 为 页 。 
在 这 两 种 形式 中 ,基本 步 又 是 不 变 的 。 可 以 看 出 (见习 题 45) 这 两 法 的 形式 是 化 
辑 等 价 的 : 
如 果 我 们 要 证 实 陈述 
S{ no), Stno + L): 
当 no 关 1 时 为 让, 我 们 必须 把 基本 步 又 改 为 
S(no) 为 下 。 
归纳 步骤 不 屋 。 


例 1.6.2 几何 和 
用 归纳 法 证 明 如 果 r 关 1, 对 于 n De 


(1.6.12) 


t+ tar + + or = 


左边 的 和 称 为 几何 和 ,在 -一 个 几何 和 中 , 相 邻 项 的 比 (ar er = 7?) 是 常数 。 
基本 步 枝 :在 此 情 次 下 基本 步骤 是 雪 m=0 时 ， 


ee ar —1) 
r—l 


该 式 为 真 。 
归纳 步骤: 设 对 于 n 陈述 式 (1.6.12) 为 真 。 现 在 


( + | 

a+ erl+ a a at!lc TD ar! 
LE 
r_-l 


r-l 
alm+!*—1) 
Fr 一 ] 
由 土改 进 的 基本 步 票 和 归纳 步 又 已 被 证 明 , 数 学 时 纳 法 告诉 我 们 ,对 于 n=0,1,…, 式 
(1.6.12) 为 真 。 [] 
作为 一 个 几何 和 应 用 的 例 , 如 果 我 们 在 式 (1.6.12) 中 令 a =1 和 r=2, 我 们 得 到 公式 


Hi+1 
] + 2 十 22 二 入 下 2 -2a+1_1。 


读者 一 定 注意 到 ,为 了 证 明 上 面 的 式 子 ， 必须 事前 给 出 正确 的 公式 ， 一 个 合理 的 问题 是 : 

怎样 知道 这 公式 昵 ? 对 于 这 个 问题 有 许多 回答 。 得 出 公式 的 一 个 方法 是 对 于 小 的 值 进行 试 

探 ,以 发 现 一 个 模式 。 例 如 考虑 和 1+3+…+f2n-1), 下 面 的 表 给 出 当 n=1,2,3,4 时 此 
本 本 时 


和 的 值 。 


由 于 第 二 列 由 平方 组 成 ,我 们 可 以 推测 

1]+3+.… +(2n-1)=n° n 为 正 整数 。 
可 以 用 数学 归纳 法 对 推测 进行 修正 并 证 明 所 得 公 云 (见习 题 1)。 
我 们 最 后 的 两 个 例子 示 出 ,归纳 不 限于 证 明和 的 会 式 和 证 明 不 等 


例 1.6.3 


用 归纳 法 证 明 5" - 1 能 被 4 整除 对 于 n=1,2,……。 
基本 步骤 :如 mn=1,S"-1=5 -1=4. 它 能 害 4 整 除 。 
归纳 步 聚 : 设 5 -1 可 被 4 整除 。 我 们 必须 证 明 5**' -1 可 被 整除。 为 了 把 nw 和 n+1 时 
的 情况 联系 起 来 , 写 出 

5"+ -1=5-S -1=(s -1)+4:5? 由 假设 ,5 -1 可 被 4 整除 ,又 由 于 4:5" 可 被 4 整 
除 , 式 子 

(Sd 

能 被 4 整除 。 由 于 基本 和 步骤 和 归纳 步骤 已 被 证 明 ,数学 归纳 法 告 许 我 们 ,对 于 n= 1,2…,5" 
-1 能 被 4 整除 。 [1] 


例 1.6.4 铺 瓦 问题 


一 个 直角 三 正方 形 , 以 后 将 简称 为 三 正方 形 , 是 一 个 由 三 个 正方 形 组 成 的 对 蒙 , 好 图 
1.6.3 所 示 。 三 正方 形 是 多 正方 形 的 一 种 。 由 于 多 正方 形 是 由 所 风门 ,WW, 歌 伦 布 于 1954 
年 提出 ( 见 [Golomb,1954」) ,它们 在 娱乐 数学 中 是 一 个 心爱 的 题目 。 一 个 度数 为 ， 的 多 正方 
形 由 * 个 正方 形 组 成 ,并 在 边 处 连接 起 来 。 一 个 三 正方 形 是 度数 为 3 的 多 下 方形。 三 个 正 
方形 排 成 一 行 基 度数 为 3 的 多 正方 形 的 唯一 的 为 外 一 种 形式 (还 没有 人 找 出 确定 度数 为 ， 
的 多 正方 形 的 个 数 的 简单 公式 )。 有 许 儿 正方形 有 关 的 问题 ( 见 | Martin | )。 


图 1.5.3 -个 正方 形 


我 们 给 出 哥伦布 对 下 列 打 题 的 归纳 法 证 明 ( 见 [Golomb ,1954]) ;如 果 我 们 从 n x n(n 为 

2 的 笑 ) 正 方形 的 板 中 去 掉 一 个 正方 形 , 则 余下 的 图 形 可 用 三 正方 形 来 铺 成 ( 见 图 1.6.4)。 

此 处 的 一 个 图 形 由 三 正方 形 “ 铺 成 "的 意义 是 ,用 三 正方 形 正 好 覆盖 全 部 的 图 形 , 每 个 三 正方 
.40 ， 


形 不 能 有 重 杰 ,也 不 许 超出 图 形 之 外 。 我 们 把 缺少 一 个 正方 形 的 板 称 为 一 个 缺 方 板 ,把 此 问 
题 称 为 铺 瓦 问题 。 | 


k+l 


je fo 


央 1.6.5 由 数学 归纳 2 X251 的 缺 广 板 吕 咱 


本 1.4 让 下 广 纶 铺 必 个 4x44 缺 方 
ee 三 止 方形 铺 成 


现在 我 们 对 于 进行 归纳 ,来 证 明 可 以 把 2* x2* 的 缺 方 板 用 三 正方 形 铺 成 。 
基本 步骤 ;如 上 =1,2x2 缺 方 板 本 刁 奈 是 一 个 二 正方 形 ,因此 可 由 三 正方 形 销 成 。 
归纳 步骤 : 设 我 们 可 以 把 2* x 2* 的 后 方 板 用 三 正方 形 键 成 ,证 明 2*1+' x 2*+! 的 角 方 板 也 能 
用 三 正方 形 铺 成 。 

考虑 一 个 2:+1x2*+1! 的 板 , 把 它 分 为 四 个 2: x 2+ 的 板 , 如 图 1.6.5 所 示 。 旋 转 此 板 ,使 
缺少 的 正方 形 在 左上 的 四 分 之 一 中 。 由 归 编 的 假设 ,此 左上 的 2* x 2 缺 方 板 可 由 三 正方 形 
铺 成 。 把 一 个 三 正方 形 了 放 在 中 同 , 如 图 1.6.5 所 示 , 这 梓 该 三 正方 形 的 每 一 个 正方 形 正 好 
分 别 位 于 另外 三 个 四 分 之 一 (都 是 2 x 2 板 ) 中 。 如 果 我 们 把 中 间 的 三 正方 形 考虑 作 缺 失 
的 , 则 另外 三 个 四 分 之 一 都 是 2 x 2* 的 缺 方 板 。 由 归纳 假设 ,它们 的 铺 瓦 问题 都 可 解决 。 
于 是 2*+1 x 2 的 缺 方 板 可 由 三 正方 形 铺 成 ,k= 1,2,…。 

如 果 我 们 能 解决 n x 5 板 的 铺 筷 问题 ,nm 不 一 定 是 2 的 蜂 , 那 么 正方 形 的 个 数 六 -1 必 
能 钻 3 整除 。| Chuj] 示 出 ,其 逆 为 真 ,但 n 为 5 时 除外 。 轩 准确 地 说 ,如 nz5, 任 何 nxn 的 
缺 方 板 可 用 三 正方 形 铺 成 的 充 要 条 件 是 :3 整除 六 -1。[ 某 些 Sx5 缺 方 板 的 铺 瓦 问题 可 以 
解决 ,但 某 些 不 能 。{ 见 习题 2 和 33) 

习 题 
在 习题 1-1 中 ,用 归纳 法 证 明 对 所 有 正 整 数 n ,给 出 的 方程 为 真 。 
x*1, 1+4+5+. + (2n-1)=n’ 
2， 1:2+2'3+3:4+ +nth+l)=ntnt+l)(n+2)3 
3， 1f11) +2(21 人 +…+nnl)=(n+l)l -1 
关 如 十 半 和 上 十 了 二 下 (本 1f27+1y 
$5. 2) n(n+t1)/2 
6. + = [a+1y 


* 4d] :* 


| , PE 
13 3:5 $7 ”2m+1 
8 1 1:3 We i a (2n -1) 
”2:4 2:4:6 2.4-6:8 2.4.6. (2n+2) 
0 
"0 [n+1)—1 2(n+1) 
站 ji， cosx 二 pps 2x + COs =- 2es， /2) n+ 1) lsin(ne/2) 
sin( x/2) 


如 sin( x /2) 隆 0。( 本 题 越过 平均 难度 ) 


(n+ Doos( “+x ) 


sin[ {n+l1)x)] 


高 11， 1sinx +2sin 2x +3sin 3x 二 … 二 nsinnx = 4sin2f x/2) 2sin(x/2) 


HI sin( x/2) F206 
往 习 题 二 -7 中 ,用 归纳 法 证 朋 不 等 式 。 
1 1.3.5-(2n—1) 


“os n=1,2, 
1 .了 .5 一 | ] 
克 13. a ’; A 
2.4.6.…(2n) | 
41， 2n+1l>2", n=3,4,… 
* 夏 15,， 2 二 nn”， 二 
L 他 | 十 他 3 寺 tn 


2 


寅 16， 【al a a) 二 J 


n=1,2,… ,日 a, 是 正 数 。 
17， (ll+x)"<l]+ nr, x 忆 -lH rn=1,2,.… 
在 习题 18 -21 中 ,用 归纳 法 证 阴 给 出 的 陈述 。 
*18. 对 于 n=1,2,…,7"- 1 可 被 6 整除 。 
19.， 对 于 及 =1,2,…,11*-6 9 被 5 整除 ， 
20， 对 于 am = 12,…;6:7 -2:3* 了 可 被 4 整除 。 
* 看 21， 对 于 mn= 1,2,…,3"+7" -2 可 被 8 整除 。 
22. 由 研究 n 为 小 住 的 情况 ,猜测 下 面 给 出 的 和 的 公式 。 


| 
1 wn 
然后 用 归纳 法 证 明 你 的 公式 ， 


* 23， 用 归纳 法 证 明 n 条 直线 把 平面 分 为 (n? + n+2)/2 个 区 域 。 设 没有 两 条 直线 是 平行 


的 ,有 旦 没有 三 条 直线 共 点 ， 
24， 证 明 5 分 以 上 的 邮费 可 仪 由 2 分 和 5 分 的 邮票 组 成 。 
25， 证 明 34 分 以 上 的 邮 竟 可 仅 由 5 分 和 7 分 的 邮 轩 组成, 
目 代 埃及 人 把 分 式 表 为 若干 分 子 为 一 的 分 式 之 和 。 例 如 546 可 表 为 


SA 白 二 1 和 2 十 1173 

我 们 说 ,一 个 分 式 pz ,其 中 p,9 都 是 正 整 数 ,写成 埃及 形式 为 
a \ (1.6.13) 
| nl 2 nr 


: 42 ， 


其 中 n,n2,… 部 是 正 整 数 , 旦 满足 由 <m< < 
*26， 把 56 表 为 两 个 不 同 的 形式 ,证 明 表 达 式 (1.6.13) 不 是 唯一 的 。 
让 27.， 证 明 表 达 式 (1.6.13) 永 远 不 中 唯一 的 。 
28. 下 完成 下 列 步 闻 ,对 p 进行 归纳 来 证 明 , 当 0<p/e <1 时 ,分 半 
a) 让 明基 本 步 又 (p= 1): 
tb) 设 0< pA/g <1 和 所 有 的 分 式 i/q' ,此 处 1<i <p 和 oq’ 为 任意 值 ,可 表 为 埃及 形式 。 选 择 
1Zaspxze 时 最 小 的 正 整数 ,证 明 
n>l 和 gq/p< l(tn—-1) 
(Co) 说 明 如 果 pAg =1An5, 证 明 已 完成 . 
(中) 设 LAn<p/g, 令 
p=nmp-9 和 和 和 g= ny 
证 明 
并 且 pi <p 
得 出 及 论 
Dl 1. 
dl Re 总 > Tee 
其 中 n,n2,… ,nn 都 不 同 。 
(ae) 证明 pizoi < 1An。 
《全 下 明 


五 了 1 
1 | ns 
其 中 ,mi 都 不 同 。 

29. 用 习题 28 的 方法 求 出 3/8,$x7 ,和 13719 的 埃及 形式 。 
# 俯 3. 证 明 尾 何 分 数 pAgq,p 和 7 都 是 正 整 数 ,可 以 写 为 到 及 形式 (我 们 没有 假设 pe < 
1) 。 

31， 给 定 相 等 个 数 的 0 和 1, 分 布 在 一 个 贺 上 { 兄 下 图 ,证明 可 能 从 某 些 数 开始 , 沿 圆周 
前 进而 回 到 起 点 ,使 得 在 泣 周 上 的 任 一 点 ,可 以 看 到 至 少 和 1 一 样 多 的 0。 


2， 对 5x5 的 ,左上 缺少 一 个 正方 形 的 板 , 给 出 用 三 正方 形 的 一 个 铺 瓦 方法 。 
* 33， 给 出 一 个 5x5 的 ,不 能 用 三 正方 形 销 成 的 缺口 板 。 解 释 为 何 你 的 板 不 能 由 三 正方 
外 3 


34.， 证 明 (2 间 xf3 六 的 板 ,和 7 都 是 整数 ,如 设 有 缺少 的 正方 形 ,能够 由 三 正方 形 铺 成 。 
去 35. 证 明 7x7?7 的 缺 方 板 能 够 由 二 正方 形 铺 成 。 
* 寅 宕 ， 证 明 任 何 n xn 的 缺 方 板 能 够 由 三 正方 形 铺 成 , 刀 果 n>5,n 为 奇数 ,并 且 3 能 收 
除 n> -1 
37， 证 明 一 个 2 x 2 x2" 缺 方 的 立方 体 可 由 三 维 的 七 立方 体 组 成 。 
38， 证 明 如 果 一 个 训 x 上 x 到 的 缺 方 的 立方 体 可 由 三 维 的 七 立方 体 组 成 , 则 1, 一 2， 
一 4 中 的 一 个 能 被 7 各 除 。 
* 39. 假设 下 面 的 和 的 公式 是 (实际 不 对 )5, = (n+2)(n -1)。 
之 十 才 十 … +2n 
《a) 证 明 归 纳 步 骤 成 立 ,但 基本 步骤 不 成 立 。 
* 4b) 好 S。， 十 一 个 满足 归纳 步骤 的 任 一 个 表达 式 ,3。 应 具有 
坎 40， 下 面 的 论证 似乎 证 明了 任意 的 两 个 正 整数 相等 , 错 三 何 处 ? 
对 n 进行 归纳 来 "证明" ,如 a,b5 是 正 整 数 ,日 n= maxia,b81, 则 a = 8。 
基本 步 票 :Cn =1). 如 a 和 所 是 正 整数 ,是 1= marla;, 引 j, 则 必 有 au = =1。 
归纳 步骤 : 设 a 和 电 是 下 整数 且 m = maxla ,8 1, 则 a'=B'。 设 a 和 8 是 正 整 数量 n 
+1=maxia,b|, 有 n=maxia -1,65 -1, 由 归纳 假设 ,a -1=5-1, 因 此 有 a= 4b。 
由 于 基本 步骤 和 归纳 步骤 已 被 证 明 ,数学 归纳 法 告诉 我 们 ,任意 两 个 正 整 数 相 等 。 
41， 下 面 的 “证 明 " 中 错 在 人 哪里? 
证 明 对 于 所 有 的 m 世 2， 
] 2 n 


ZI tt 
由 予 盾 方法 , 设 
1 2 nn 
7173 n+l n+l (1.6.14) 
所 以 有 
了 2 ... n n+l] (n+1) 
2 3T + n+2 n+2 
我 们 能 由 归纳 法 证 明 式 (1.6.14)。 特别 是 , 妇 纳 步 又 成 为 
Ne 此 ni+l rn n+l 
(+3+ a n+2™ n+tl nt? 
因此 有 
nn n+l (ntly 


n+l n+2” n+2 
把 方程 两 边 各 乘 以 (nr+1l)(na+2), 得 
nlnt2)+(n+l}y=(n+1) 
该 式 可 写 为 
n+2n :+n +2n+l=n+3n +3n+t+l 
或 
ni +3n 4+2n+l=n +3n :+3n+1 
这 是 一 个 了 矛盾。 因此 ， 
4 ， 


二 
2 ”3 nl mel 
得 证 。 
42， 用 数学 归纳 法 证 明 , 对 于 所 有 nn 二 2， 
1 2 
2 3 n+t+l] ‘n+l 


这 个 不 等 式 给 出 习题 41 的 正确 证 明 - 
丰 43， 设 数学 归纳 法 中 归纳 步骤 的 形式 是 :如 S(tn) 为 真 , 则 @& 
民 序 定理 , 
正 浆 数 的 良 序 定理 

如 玉 是 一 个 下 整数 的 非 空 集合 ,XX 至少 有 一 个 元 素 。 
假设 没有 小 于 1 的 正 整 数 , 日 mn 为 一 正 整数 , 则 5 和 n+ 1 之 同 不 存在 正 整 数 。 
< 和 4 设 正 整数 的 良 序 定理 成 立 ( 风 习题 和) ,证 明 数 学 归纳 法 的 强 形式 。 
诀 和 4. 证 明 ; 数 党 归纳 法 的 强 形式 和 归纳 步骤 为 “如 S(n} 为 真 , 则 S(n + 了 为 真 " 的 数学 归 
纳 法 形式 是 等 价 的 ;也 就 是 ; 设 数学 归纳 甘 的 晶 形 式 成 并 ,证 明寺 述 形 式 。 然 后 设 数 学 归纳 
法 的 上 述 形 式 成 立 , 证 明 强 形式 。 

46.， 证 明 如 和 个 硬币 分 布 在 9 个 我 子 中 ,至 少 两 个 往 子 其 中 硬币 的 个 数 相 同 。 

雪 47.， | Cammony | 假设 有 n >1 个 人 ,其 位 置 使 得 每 人 有 崔 一 的 最 近 的 邻 人 。 进 一 步 假设 每 
人 有 一 个 饼 都 搓 中 最 近 的 邻 人 。 幸 存 者 是 没有 被 饼 击 中 的 人 。 

(a 第 出 一 个 例子 ,说 明 如 为 情 数 ,可 能 不 存在 幸存 者 。 

(bb) 对 nm 进行 归纳 ,证 明 如 = 为 奇数 , 刚 至 少 总 有 一 个 幸存 者 。 


问题 求解 之 角 :数学 归纳 法 


问题 
定义 
Hi=1+1/2+1/3++ lk (1) 
此 处 天宇 1。 证 明 对 于 所 有 n 震 0， 
忆 ">1+ 癸 (2) 
问题 的 分 析 


经 常 , 一 个 好 的 方法 是 ,人 研究 所 考虑 的 表达 式 的 某 些 具体 的 例子 。 我 们 研究 & 取 小 值 时 
妃 . 的 情况 。 合 于 定义 的 & 的 最 小 值 是 上 = 1, 此 时 ,本 =171=1, 由 于 第 一 项 和 最 后 项 重合 ， 
HI = 1 
对 于 色 =2, 二 .的 最 后 一 项 等 于 1/2, 有 
HH,=1+12 
相似 地 ,得 出 
Hi=1+1/+1/3 
Hi=il+l/ +1/3+14 
我 们 看 出 ,FH 在 甩 , Ha, Hs 中 作为 第 一 项 出 现 , H, 蚌 所 和 天 的 前 两 项 ,二 是 H 的 
前 三 项 。 一 般 地 ,如 m< 上 ,本 ,是 卫 的 前 m 项 。 这 结论 将 会 帮助 我 们 ,因为 证 明 的 归纳 步 
四 445 站 


坚 中 ,点 把 较 低 归 纳什 的 情 沈 和 和 较 高 妥 纳 值 的 情况 联系 起 来 , 
一- 典 来 演 , 一 个 好 的 案 略 是 , 尺 量 推迟 把 项 公 并 和 进行 简化 ,例如 ,我 们 保留 丙 为 由 项 
内 和 , 调 个 把 它 与 研 访 =33d12， 和 让 上 保留 站 册 为 四 项 的 各 ,我们 才能 看 出 , Hi, Hy, FH; 出 
现 广 品 的 表达 趟 中 ， 
求 得 一 个 解 
基本 步 红 是 证 有 明 , 对 于 最 小 的 5 入 , 证 明证 明 给 定 的 陈述 。 此 和 钾 生 二 03W 对 者 污 20 
我 们 攻 须 证 机 的 不 等 政 成 为 


Hn 1+ 5 -| (3) 
我 们 已 经 看 到 中 = 1, 这 样 , 当 n= 人 时 ,不 等 式 (3) 为 真 ; 实 际 上 ,不 等 式 此 时 是 一 个 等 式 {由 


十 交 ,如 = 为 乱 ,X 宇 也 为 各 
我 们 转向 归纳 步 怠 。 一 个 好 的 办 法 是 , 写 出 假设 的 (此 钼 是 归纳 值 为 n 的 情况 ) 


有 >1+- (4) 
和 要 求证 的 ! 此 处 是 归纳 值 为 于 +1 的 情况 ) 

Hy] + 全 (5) 
把 定义 式 代入 也 是 -个 好 的 办 法 。 用 方程 (1) ,我 们 可 写 出 

Hy 1+ 广 ++ (6) 
和 

上 站 2 二 下 十 7 十 … 十 
从 上 二 不 易 清 楚 看 出 ,用 的 前 2" 项 是 总 ， 我 们 把 最 后 的 方程 改写 为 

] | | 1 
He =1 a (7) 


从 中 可 以 清楚 看 出 ,H+ 的 前 2° 项 是 fy: 

为 了 清楚 起 见 ,我 们 写 出 了 172° 之 后 的 项 。 注 意 其 分 母 增 1, 即 1/2" 项 之 后 是 1A(2"+ 
1).， 还 要 注意 该 项 和 最 后 一 项 1A{2"*') 有 很 大 的 差别 

出 方程 (6) 和 和 (7) ,我 们 可 以 把 Hy 和 Hy 1! 联系 起 来 


H, ‘= Ht jn (8) 
联合 (4)} 和 (8) ,得 到 
万; 和 1+ (9} 
此 不 等 式 示 出 ,于 "+! 大 于 或 等 于 
1 本 二 ES 二 
2 2m 十 Tl 
但 我 们 的 日 es 9." + 大 于 成 等 于 1+Cn+1) 近 如 果 我 们 能 证 
1+ 实 + + "+ 1 | 
7 2a 二 1 5nt+1 二 7 


统 证 由 (5) 式 。 一 般 来 说 ,为 证 明 一 个 不 等 式 , 可 以 在 较 大 的 表达 式 中 用 较 小 的 项 代替 较 
十 怕 


的 项 ,使 得 所 得 的 表达 式 等 于 较 大 的 表达 式 ， 此 处 ,我 们 
dd 
2841 2 


中 的 各 项 用 较 小 的 项 1x2"* 代替 ,得 人 


和 
nl RR+1 3 
由 于 式 子 右边 共 2* 项 ,都 等 于 1/2"*1 ,我们 可 以 把 此 不 等 式 写 为 
] 人 
nt + Fari =2 n+1 2 
联合 (9) 和 (10)， 
1 +] 


Hn ‘>1+F + 7 =1+ 3 (C11) 


我 们 得 到 所 需 的 结果 。 于 是 归纳 步骤 的 证 明 完 成 。 
形式 化 的 解 
形式 化 的 解 可 以 书写 如 下 。 
基本 步骤 :(n =0) 
0 


jo 一 ion 
H7=1l>1=1+ 


归纳 步骤 :我们 假设 (2) ,于 是 


(10) 


问题 求解 技术 的 总 结 
" 赋 究 所 考虑 的 表达 式 的 具体 例子 ,典型 地 是 对 于 小 的 变量 值 。 
* 对 nm 为 较 小 值 时 的 表达 式 ,研究 其 在 较 大 = i 特别 是 ,归纳 步 
又 中 要 求 把 n 和 n+1 情况 联系 起 来 。 
- 推迟 把 项 合并 和 进行 简化 ,以 帮助 发 现 表达 式 之 间 的 关系 。 
' 完全 写 出 要 证 明 的 特定 情况 ,特别 是 ,基本 步骤 中 mn 为 最 小 值 的 情况 ,归纳 步 又 中 , 归 
纳 值 为 a( 仿 设 成 立 ) 的 情况 和 n + 1( 要 求证 ) 的 情况 ， 写 出 可 用 于 已 列 出 的 表达 式 的 公式 。 
要 证 明 一 个 不 等 式 ,可 以 在 较 大 的 表达 式 中 用 较 小 的 项 代替 较 大 的 项 ,使 得 所 得 的 表 
达 却 等 于 较 小 的 表达 式 ;: 或 者 在 较 小 的 表达 式 中 用 较 大 的 项 代替 较 小 的 项 ,使 得 所 得 的 表达 
式 等 于 较 大 的 表达 式 。 
注释 
数 称 为 调和 数 ,系列 
1+12+17+ 
在 微 积 分 中 称 为 调和 级 数 。 不 等 式 (2) 示 出 ,调和 数 的 增加 没有 上 上限 ,用 微 积分 的 术语 说 , 调 
和 级 数 是 发 散 的 。 
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1.7 小 结 


通用 的 离散 数学 参考 书 是 [ Dossey; Graham, 1988; Lin, 1985; Ross; Tucker], [ Knuth , 1973 ， 


Yols 1 和 3,1981 | 是 许多 材料 的 经 监 的 参考 书 。 


[| Bakeri CopiiEdgarj 是 逻辑 的 人 门 教 材 。 更 次 人 的 内 容 可 在 [Davisj 找 到 。f[Jacobs] 的 几 
何 书 的 第 一 章 是 讨论 基本 多 辑 ,| Solowj] 着 重 于 如 何 构造 证 明 的 问题 。 对 于 逻辑 的 历史 , 见 
[ Kline ]。 关 于 计算 机 程序 推理 中 人 逻辑 的 作用 ,在 [Gries] 中 有 讨论 。 

用 多 下 方形 进行 铺 瓦 的 问题 ,是 [ Martin] 书 中 的 题目 。 


1.8 复习 


1.1 节 

逻辑 

命题 

合 取 :p gqg,pAg 

析 取 ;p 或 g,pVg 

否定 : 非 p,p 

复合 命题 

其 值 表 

命题 p ,9 的 不 可 兼 或 :p 或 9, 但 不 是 二 
者 都 为 真 


1.2 节 


条 件 命题 :如 pp 则 4g;p 一 oq 
前 提 

结论 

必要 条 件 

充分 条 人 性 

po 的 逆 找 式 : gq-*p 

双 条 件 命 题 :p 当日 仪 当 q ,perg 
部 辑 等 价 :p = 0 

多 辑 的 德 -摩根 定律 p V yg = 
PAg,pPAg=pVyg 
pr™g 的 道 尽 式 : gp 
1.3 节 


命题 函数 
。 姓名 。 


个 体 域 

全 称 量词 

全 称 量词 语句 

反 鲍 

存在 量词 

存在 量词 语 各 

¥Y a,P(x) 和 x, P(x) 有 相同 的 真 假 值 

a,P(x) 和 Y x, Plz) 有 相同 的 真 假 什 

证 明 全 称 量词 语句 所 有 x, P(x) 为 真 ,要 证 
明 对 于 个 体 域 中 的 每 一 个 x, 命 题 P(x) 为 
真 。 

要 证 明 存 在 量词 语句 存在 x, P(x) 为 真 ,在 
个 体 域 中 找 出 一 个 x, 使 命题 P(x) 为 真 

证 明 全 称 量词 语句 所 有 x, Pt{x) 为 假 ,在 个 
体 域 中 找 出 一 个 x, 使 命题 PCxz ) 为 假 { 反 
例 )。 

要 证 明 存 在 量词 语句 存 在 x, P(x) 为 假 , 要 
证 明 对 于 个 悼 域 中 的 每 一 个 +, 命题 P(x) 为 
假 。 


1.4 节 


数学 系统 
公理 
定义 
未 定义 项 
定理 


引 理 
直接 证 明 
反 证 

间接 证 胃 

逆 问 求证 
演绎 推理 
前 提 (Hypothesis) 
前 所 (Premises) 
结论 

论证 

有 效 论证 
非 有 将 论证 
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归结 证 明 ;使 用 :如 pVYo 且 p Yr 


1.9 目测 题 


1.1 节 


都 为 真 , 则 9Y 为 真 ， 
于 可: 由 被 析 取 分 隔 的 项 组 成 ,每 项 午 是 单个 
的 变量 或 其 否定 。 
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数学 归纳 法 
基本 步骤 :对 于 第 一 个 归纳 值 ,证 明 陈 述 为 真 
扫 纳 步 野 : 设 对 于 小 于 n 的 所 有 值 为 真 ,证 
如 对 nw 也 为 真 。 
前 n 个 正 整数 崔 禾 多 2 区 +2+Tr + 
(nt+1)/2 
几何 和 a + art ar +…+ar 


a(lrm*:—1) 


Fr 一] 


中 
pe 


1. 如 p,qg, 和 7 为 真 , 求 命题 (pV g) A ((5 A r) V 9) 的 真 假 值 。 


2. 写 出 命题 (p A g) V (pV 7) 的 真 值 表 。 
3. 用 文字 表述 命题 pA( 9g Vr), 令 
p ;我 选 饭店 管理 课 
q :我 选 娱乐 管理 课 
r: 我 选 通 俗 文 化 课 
4. 设 a,b,c 是 数 ,将 下 面 的 陈述 表 为 符号 形式 
6 < 或 (6<ce 且 a<ec) 
令 
Dp:u<b gq:b<e Tid<e 


1.2 节 


5. 把 命题 李 的 离散 数学 得 A 的 必要 条 件 是 他 努力 学 习 " 重 新 叙述 ,成 为 条 件 命题 的 形式 。 


6. 写 出 习题 5 的 命题 的 道 合 题 和 道 反 式 。 
7. 如 pp 为 真 ,gq 和 r 为 假 , 求 下 面 命题 的 真 假 值 
(pVY gq)—r 


站 


8. 使 用 习题 4 中 的 定义 ,把 下 面 的 陈述 写 为 符号 形式 


如 (a 二 c 或 Bx<e), 则 BB 二 c。 


"1 
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9. 下 面 的 陈述 是 命题 蚂 ? 解释 之 。 
该 队 赢 得 1996 年 NBA 的 告 军 。 
10. 习题 9 的 陈述 是 命题 汤 数 吗 ” 解 释 之 。 
令 P(n) 代 表 陈 述 
nm 和 n+2 是 素数 
在 习题 11,12 中 ,把 陈述 用 文字 表述 ,并 确定 其 为 真 或 假 。 
11. 对 于 所 有 的 正 整 数 n，, Pin)。 
12. 对 于 有 些 正 整数 nm,P(rm)。 
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13. 用 尽 证 法 证 明 ,如 四 个 队 进 行 -- 场 比 要, 则 必 有 两 个 队 至 少 比赛 两 场 。 
14, 区 别名 词 :公理 和 定义 ， 
15. 一 个 直接 证 明和 上 反 证 法 有 什么 差 嘎 ? 
16. 确定 下 面 的 论证 是 否 有 效 。 

PgYVYr 

PV3 

r J 

| 
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17 . 找 出 一 个 和 ( p Yq )->T 等 价 的 ,由 子 名 的 合 取 组 成 的 表达 式 。 
18. 找 出 一 个 和 ( pPVT) 一 六 等 价 的 ,由 子 句 的 台 取 组 成 的 表达 式 。 
19, 用 归结 证 明 
D VS 
gyVr 
_PVr 


20. 用 归 续 法 和 反 证 法 重新 证 时 习题 19。 
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用 数学 归纳 法 证 了 朋 习题 21 - 24 中 的 式 子 对 所 有 的 正 整 数 为 真 。 
2]. 2+4+… +2n=n(n+1) 
22, ++ nn n+ 1} (2n+1)3 


l 
25， 21 +at +t" +inyt 1- 


24. 2°+lclj+(lnt+1)2" 


"SO “ 


